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$ 1-1. 相互 作用 的 传播 速度 

为 了 撒 述 白 然 界 中 所 吕 牛 的 过 程 , 必 须 有 一 个 所 调 参 考 系 统 。 
参考 系统 应 嵌 解 为 -一 个 坐标 科 统 ,和 园 定 存 这 个 坐标 系 里 的 链 , 坐 
丁当 用 来 决定 一 个 质点 在 空 所 的 位 置 , 镀 用 来 指示 时 间 。 

有 这 样 一 些 套 者 对答 ,在 其 中 ,一 个 自由 运动 物体 ， 妇 一 个 元 
外 力作 用 十 其 上 的 运动 物体 ， 是 以 等 速 度 行 进 的 ， 这 种 参 普 系 统 
中 做 局 性 承 统 。 

如 果 冰 个 参 闭 邓 统 彼此 相对 作 信 速 运动 ， 而 其 中 的 一 个 多 是 
悍 性 杀 统 , 旷 么 ; 夯 外 一 个 显然 也 是 惯性 系 靶 (在 这 个 系 硫 中 每 ~ 
个 自由 运动 也 将 是 匀速 殖 燥 送 动 )。 因 此 ,我 们 可 以 有 随便 多 少 个 
相对 作 和 匀速 运 动 的 惯性 系统 。 

实 驻 夏 明 , 所 谢 * 相 对 性 原理 ?是 有 效 的 。 按 起 这 个 原理 ,所 有 
的 自然 定律 在 所 有 悍 性 柔和 统 中 都 是 一 样 的 。 换 名医 融 ， 民 示 自 然 
定律 的 各 种 方程 对 于 由 一 个 惯性 系 攻 到 另 一 个 惯性 柔和 统 的 时 间 与 
空间 的 备 爷 变换 来 斋 是 不 变 的 。 这 就 是 新 ， 描 壕 自然 界定 律 的 方 
程 , 如 彤 不 同 的 异性 参考 系 坏 的 坐标 与 有 时间 写 出 来 ,将 有 同样 的 形 

时 点 间 的 祖 雪 作用 在 普通 力学 中 是 用 相互 作用 的 位 能 来 表示 
的 ,相互 作用 势能 是 相互 作用 的 粒子 的 党 标的 画 数 。 很 容易 看 出 ， 
这 种 描述 相 丘 作用 的 方式 ,包含 着 一 个 段 定 , 训 假定 相互 作用 是 瞬 
时 傅 播 的 。 事 实 上 ,按照 上 面 的 荔 薄 ,每 一 个 粒子 在 某 一 盟 时 受到 
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共 他 各 粒子 的 作用 才 ， 仅 与 那些 粒子 在 该 星 时 的 位 置 有 关 。 在 这 
些 相 万 作 用 的 粒子 中 ,如 果 有 一 个 粒子 改变 了 位 证 ; 女 刻 就 会 影响 
到 其 他 各 粒子 

然而 ,实验 证 明 ,瞬时 的 相互 作 站 在 自然 界 中 是 不 存在 的 。 罗 
此 ,根据 相互 作用 的 瞬 叶 传播 观念 的 力学 , 木 身 就 合 有 某 些 不 准确 
性 。 实 际 上 ,和 如果 相 互 作用 的 物体 中 的 一 个 发 生 任何 变动 ,仅仅 在 
某 一 段 时 间 过 了 以 后 才能 影响 到 其 他 物体 。 只 是 在 这 段 时 间 以 
后 ,由 于 最 初 变动 所 引起 的 过 程 , 才 寺 始 在 第 二 个 物体 上 发 生 。 用 
这 段 时 间 除 珊 个 物体 区 的 距离 ， 就 得 到 = 相 下 作用 的 传播 速度 ~ 

我 们 要 注意 ,这 种 速度 ,下 格 地 说 ， 应 该 称 为 相互 作用 的 最 大 
传播 速度 。 这 种 玉 度 仅仅 决定 某 -- 物 体 的 变动 开始 天 现在 第 二 个 
物体 上 所 需要 的 时 间 附 肾 。 显 然 ， 相 互 作 用 的 最 大 传播 速度 的 存 
在 , 同时 也 就 腾 示 着 , 在 自然 界 中 ,物体 运动 的 速度 一 般 不 可 能 大 
于 这 个 速度 。 事 实 上 , 假 者 芙 的 有 这 种 运动 存在 ,那么 我 何 就 可 以 
利用 这 个 和 运动 实现 一 个 相 百 作 用， 其 传播 速度 比 上 面 所 强 的 最 大 
传播 速度 还 要 大 。 
从 一 个 粒子 向 舅 -个 粒子 传播 的 相互 作用 往往 叫做 “全 号? 
它 由 第 一 个 粒子 发 出 ， 将 第 一 个 粒子 所 经历 的 灾 化 通知 第 二 个 粒 
子 。 我 们 以 后 称 相 互 作 用 的 传播 速度 为 "全 号 速度 ?>。 

值得 注意 的 是 ， 由 相对 性 原理 可 以 推断 相 艺 作用 的 传播 速度 
在 所 有 惯性 参考 有 系统 中 部 是 一 样 的 。 内 此 ， 相 互 作用 的 博 播 速度 
是 一 个 普 适 常数 。 

以 后 个 我 将 要 证 有 明 ， 这 个 恒定 速度 就 是 光 在 趴 窑 中 的 速度 。 
我 们 通常 用 字母 。 来 代表 光速 ,而 根 妈 最近 的 测量 ,其 值 党 于 

¢ 二 2.99776 x 101 由 米 / 秒 。 (1-1) 

这 个 速度 很 调 ， 就 坊 明 了 经 典 力学 实际 上 在 人 多 数 情 况 下 是 

干 分 难 确 的 。 我 们 有 机 会 遇 著 的 各 种 速度 通常 都 比 光速 小 得 多 ， 
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六 之 ,我 们 由 融 光速 为 无 限 火 , 实 际 上 划 不 影响 粘 果 的 准确 性 。 

把 相对 性 原理 问 相互 作用 传播 速度 的 有 限 性 联合 起 来 就 是 爱 
因 斯 埋 的 相对 性 碌 理 ( 爱 因 斯 坝 在 1905 年 提出 这 个 原理 ), 它 不 同 
于 分 简略 的 相对 性 原理 ， 和 斩 利 略 侈 和 对 性 原理 是 以 相互 作用 的 传 
搬 速 度 是 无 限 大 为 出 发 点 的 . 

坟 爱 因 斯 二 的 相对 性 原理 以 后 我 们 通常 简称 它 为 相对 性 原 
理 ; 为 基础 的 力学 ， 称 为 相对 性 力学 。 在 怀 限 情形 下 , 当 运 动物 体 
的 速度 比 光束 小 很 多 有 桂 ， 我 们 扣 可 以 脱 去 传播 速度 的 有 上限 性 对 了 于 
运动 的 影响 ， 这 样 -一 来 ,由 对 性 力学 就 变 为 普通 的 力学 了 ;普通 的 
力学 征 棋 据 相 下 作用 是 瞬 忆 使 播 这 一 息 定 的 ; 这 种 力学 称 为 牛顿 
力学 或 经 典 力学 在 相对 性 力学 的 公式 中 , 在 形式 上 使 ->oo, 就 
可 由 相对 性 力学 过 渡 到 经 典 力学 。 

在 经 典 力学 中 , 距 记 已 经 是 由 对 的 ,就 是 说 ， 不 间 事 件 的 空间 
关 和 柔 与 为 描述 所 用 的 参 关 系统 有 关 。 所 以 ， 襄 两 件 不 同时 的 事件 
长生 在 室 抽 同一 点 上 (或 者 史 六 泛 一 些 , 识 两 件 不 同时 的 事件 发 生 
在 彼此 并 有 一 定 离 距 的 吓 点 上 ), 只 有 有 当 我 们 指明 了 我 们 所 用 的 是 
屠 一 种 参考 茶 统 时 才 和 意义 。 

反之 ,在 经 暴力 学 中 ,时 间 是 稻 对 的 , 换 句 施 襄 ,假定 时 间 的 特 
性 与 参 败 系统 无 关 , 对 所 有 参考 系统 求 说 ,时 间 只 有 一 个 。 这 就 是 
琢 , 假 如 对 于 某 一 个 观 疼 者 来 说 ,有 两 个 现象 是 同时 发 生 的 , 屠 么 ， 
对 所 有 其 他 观察 者 来 向 ,这 两 个 现象 也 是 问 时 发 生 的 。 总 之 ,两 个 
给 定 事件 发 生 的 时 间 问 肾 在 一 团 套 考 系 就 中 必须 一 样 。 

然而 , 很 容易 二 明 , 艳 对 时 间 的 观念 是 与 爱 因 斯 坦 的 相对 性 原 
理 完全 冲突 的 。 为 了 裔 明 这 一 点 ,我 们 只 须 回 忆 ,一 -下 ,在 以 绝对 时 
间 的 磺 仿 为 基础 的 租 典 力学 中 ， 如 所 周知 的 速度 合成 的 法 则 是 有 
丛 的 。 按 照 这 个 法 划 , 复 杂 运 动 的 合 速 度 简 旬 地 等 于 组成 这 个 运动 
的 各 个 速度 的 矢量 和 。 这 个 法 划 肇 然 是 普 副 适用 的 ， 就 应 芯 可 以 


4 第 一 章 “由 不 性 原 于 


应 用 于 相互 作用 的 僵 播 。 由 此 可 以 挫 出 ， 传 播 速 度 在 不 问 的 慢性 
参考 柔和 靳 中 必定 是 不 同 的 ， 这 就 与 相对 尾 原 再 冲突 了 上 。 但 是 ， 实 
验 完 全 证 实 了 相对 性 原理 ， 在 1881 年 迈克 尔 孙 首次 浏 量 的 精 果 
证 明 , 光 速 与 其 传播 方向 并 无 关系; 然而 ,按照 痪 和 典 力 学 , 光速 在 与 
地 球 运动 方向 相同 的 方向 上 ， 诬 亦 比 在 与 地 球 运 动 卢 向 相反 的 方 
| 向 上 为 小 。 : 
因此 ,相对 性 原理 导出 一 个 辐 果 , 序 时 间 不 是 苯 对 的 。 在 不 同 
的 参考 条 和 统 中 ,时 间 所 经 过 的 间隔 也 是 不 同 的 。 所 以 , 随 件 不 同 的 
事件 中 竟 有 -- 定 的 时 车间 障 这 一- 名医 ， 仅 在 肖 定 地 指明 了 所 应 用 
的 是 那 一 种 参考 系统 的 情况 下 ; 才 有 意义 可 营 。 特别 起 , 企 果 一 个 
参考 孙 统 内 同 计 发 生 的 事件 ， 对 另 一 个 套 首 邓 统 来 就 并 水 是 同时 
的 。 
为 了 弄 清 楚 这 个 观念 ,我们 先 考 虚 下 面 的 简单 例子 ， 我 个 米 
全 究 两 个 慢性 参考 又 统 站 及 天， 其 坐标 和 分别 沟 了 多 及 下 下 玫 ， 
而 K' 则 相对 于 到 沿 
蔷 和 X' 辆 向 右 运 动 
“图 1-1)。 
发 信号 从 到 韩 
于 某 一 点 4 向 两 个 相 
有 反 的 方向 发 出 ， 钱 然 
信和 号 在 采 统 中 的 
La 加 1 传播 这 度 ， 正 如 在 所 
有 惯性 系统 中 一样 ， 
在 两 个 方向 上 都 等 于 。, 那么 , 它 就 会 同时 到 过 与 4 等 距离 的 两 点 
B 及 CC 在 关系 入 里 但 是 ,很 显然 地 ， 同 样 的 两 事件 【信号 到 
达 召 及 CQ 两 点 ); 对 于 在 下 系统 内 的 观察 者 来 说 ,把 不 是 同时 的 。 实 
际 . 上 ;按照 相对 性 不 理 ， 信 号 相对 于 去 对 琉 的 速度 也 鱼 于 6， 着 且 
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因为 号 点 对 于 去 地 统 而 于 ,是 对 着 向 它 发 出 的 傅 号 移动 ,而 点 出 
肖 离 (由 4 向 0 发 出 的 ) 全 号 移动 ,所 以 在 下 系统 中 ,代号 到 述 旦 点 
要 比 到 达 忆 点 为 早 。 

因此 ， 爱 因 斯 坦 的 相对 性 原理 使 基本 物理 现 念 发 生 了 极 深 列 
的 和 根本 的 改变 。 由 我 位 日 常生 活 既 验 所 导出 的 室 间 和 时 间 的 观 
念 , 仅 仪 是 近似 的 ;因为 我 们 日 常生 活 所 遇 到 的 速度 ， 都 尼 光 速 小 
得 多 。 


5 1-2. 间隔 

以 后 我 们 常常 要 用 “事件 "这 一 赣 念 ， 一 -个 “ 覃 件 "是 由 其 恬 生 
的 地 点 及 其 发 生 的 时 则 米 决 定 的 。 因 此 ， 人 在 盯 一 粒子 上 所 发 生 的 
事件 可 由 粒子 的 三 个 学 标 及 事件 比 生 的 时 间 来 决定 。 

为 了 表现 便利 起 网 ， 我 们 利用 一 个 盛 构 的 四 度 室 间 常 常 是 有 
丛 的 ， 在 这 个 四 庭 空间 的 四 个 埋 上 安置 三 个 位 标 及 一 个 时 标 。 在 
这 个 室 间 内 , 事 作 可 用 … 点 来 代表 ,这 个 点 称 为 “世界 点 *。 在 这 个 
虐 构 四 度 定 则 内 ， 对 于 每 一 个 粒子 来 衣 , 都 有 一 条 线 ， 称 为 “由 界 
栈 "、 这 条 如上 的 各 点 央 定 粒子 在 所 有 时 间 的 位 标 。 很 容易 永明 ， 
与 一 个 作 匀 水 直线 适 动 的 粒子 相对 应 的 世界 线 是 -条 直线 。 

现在 我 俏 用 数学 形式 求 表示 光 如 不 变 原理 。 为 此 ， 我 们 芳 虚 
两 个 彼此 以 恒 定 的 速度 作 相对 运动 的 参考 系统 帮 及 '。 这 时 我 
们 选择 工 朝 与 中 辖 瑟 合 ， 而 了 和 名 轴 则 分 别 与 7 和 2 轴 不 行 ， 
并 以 4 和 # 分 别 表示 在 K 和 K' 参考 系统 内 的 时 间 。 

识 客 一 -个 事件 是 ,从 在 了 系统 内 的 石 时 到 具有 坐标 ea， 纺 ， 各 
(在 同一 系统 中 ) 的 点 以 光速 向 外 传播 的 从 号。 我 们 就 在 K 采 统 内 
观察 这 个 信号 的 传播 。 再 设 第 二 个 训 件 是 ， 俏 号 在 时 刻 ， 到 这 
点 zy go zo。 代号 短 播 的 速度 既然 是 6 所 以 它 所 经 过 的 距离 就 是 
cts 一 要)。 另 一 方面 ， 这 同一 个 距离 又 每 下 [C%s 一 十 (ys 一 
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一 十 (sg 一 m1): 入 。 因此， 我 们 可 以 写 出 玉 系 肆 内 两 个 事件 的 
坐标 的 如 下 关系 : 

《zs 一 2 二 (ga 一 乓 和 2 十 (os 一 2 站 一 0 和 一直 冯 一 0、 (1-2) 
同样 两 个 事件 , 即 信号 的 倩 播 , 也 可 以 在 五 ' 系统 内 观察 到 。 
设 第 一 个 事件 在 EK 内 的 举 标 为 #1,91, zi， #1， 而 第 二 个 事件 

-期 为 *2 9 sa 可。 按照 光速 不 变 的 原理 ,信号 传播 的 述 度 在 五 
承 硫 内 与 在 厂 系 统 内 相同 ,所 以 我 们 得 到 与 (1-3) 式 相似 的 太 程 
Ca— d+ ya — ys tt 0. C1-3) 
假如 x go 2: 王 及 za, ya, ss 扫 是 任何 两 个 事 作 的 坐标 , 则 
gis= [es— est) ye) C1-4) 
称 为 这 着 个 事件 的 间隔 。 
因此 ,由 光速 不 变 的 原理 ,我 们 可 以 断定 ， 侵 如 两 个 事件 的 间 
隧 在 某 -- 个 坐标 系统 内 为 零 , 那么 , 它 在 所 有 其 他 系统 内 均 为 零 。 
如 果 两 个 事件 彼此 无 限 地 接近 , 那么 , 其 间隔 es 将 满足 下 面 
的 方程 : 


Ce 一 2 dt2 — de? — df — de?2, C1-5) 
为 了 数学 上 的 使 利 ， 包 为 了 使 我 们 的 浪 程 具有 更 对 称 的 形式 
起 网 ,我 们 以 后 将 常常 用 另外 一 个 变数 7 来 代 蔡 志 联 系 7 与 1 的 


T=1ct, C1-6) 

这 样 一 来 ， 
sya= [Cw mY + (Te—T1 1 C1-7) 
dsr= (qzz 十 dg 十 cs 十 72， C1-8) 


按照 上 面 的 推导 , 我 仙 在 不 构 的 四 度 空 间 的 四 上 将 不 安置 » 
2 名》 1, 而 安 己 和 EA ~ TT, 很 容易 看 出 EL 一 8 可 以 解释 为 在 这 个 空 
前 的 商 点 二, 二; way Ti 及 we ga ss Ts 的 有 菌 的 平方 ,而 一 人 2 可 以 


§ 工 3 了 网 个 了 


解释 为 线 元 的 平方 亏 。 

上 上 面 已 经 证明 ;如果 ds 在 基 一 惯性 柔 统 内 为 项, 则 ds' 在 另 一 
系统 内 也 是 需 。 此 外 ， 路 瑟 加 为 同 阶 的 两 个 无 穷 小 量 。 由 以 上 
两 个 情况 可 以 得 出 畏 葵 ,Ws 与 ds' 彼此 必须 成 比例 : 

ds=—=a ds', 

而 且 其 中 柔 数 4 仅 与 两 个 惯性 柔 统 的 相对 速度 的 经 对 值 有 关 。 系 
数 &@ 不 可 能 与 位 标 或 时 间 有 关系 ,否则 ,空间 的 不 同 点 及 时 间 的 不 
阿 时 列 就 不 特价， 这 是 与 时 间 及 愉 间 的 均匀 性 相 芳 盾 的 ， 系 数 
< 也 不 二 能 与 惯性 系统 的 相 洛 速度 的 方 币 有 关 ， 国 为 这 就 与 空 疝 
的 各 向 疝 性 的 性 质 伯 笠 盾 了 。 上 由 于 第 一 柔和 统 对 于 第 二 和 柔 坏 的 相对 
运动 的 述 度 显然 与 第 二 系统 对 于 第 一 条 统 的 相对 运动 的 速度 相 
辐 , 央 此 ,根据 写 d=& ds 的 同样 理由 ,我 们 也 可 以 写 

| cs =u ds, 
将 ds 一 a ds 代 人 加 一 age， 其 得 畦 =1， 吉 一 土 I。 为 了 从 两 个 
值 中 选择 一 个 ， 我 们 应 注意 , a 只 可 以 永远 等 十 十 1 或 永远 等 于 
一 1l。 假 如 号 ?) 愤 的 对 十 其 些 速 度 为 十 1， 而 对 于 另外 某 些 速度 
为 一 1 那么 , 航 一 定 有 些 速 度 存 在 ， 与 这 些 速 庶 相 应 的 尺 5) 是 在 
十 1 与 一 1 之 间 , 市 这 是 不 可 能 的 。 虐 然 如 此 , 那么 就 应 证 永远 
为 十 因为 层 等 式 ds'=ds 是 变换 式 ds' ~=a ds 的 一 个 特别 ， 其 中 
&= 十 1， 由 ds'= 只 让 接 可 得 , 半 有 限 间 隔 数 鹏 ，s' 二 s。 

因此 ， 我 们 得 到 一 个 很 重 村 的 糙 得 : 两 个 事件 的 间 肾 在 所 有 
惯性 大 考 系统 里 都 是 一 样 的 ， 即 当 由 一 个 惯性 参考 条 蔚 变换 到 在 
何 务 一 个 惯性 套 考 柔 纺 时 ， 它 是 不 变 的 。 这 种 不 变 式 也 就 是 光速 
不 变 的 数学 表示 。 

骨 次 假设 mm ga 21, 机 及 wo, ya za ts 足 在 某 一 个 参考 系统 疼 


志 ” 市 二 次 形 《16 环 地 有 所 决定 的 四 度 凡 和 何 ， 是 明 考 去 斯 基因 相对 薪 而 介 
组 的 ; 
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内 的 两 个 捉 件 的 坐标 。 我 个 要 虽 ， 是 审 有 一 个 参考 系 纹 "在 在 ， 
在 其 中 两 个 事件 在 同一 空间 点 发生 ? 
我 们 采用 下 面 的 符 导 : 
tao—ti=to, (wea— ti WH ta 1 = 1 
于 是 ,在 五 柔和 统 内 ,事件 与 事件 之 间 的 间 阴 是 : 


号 2 上 各 全 
s1s = Cs — {Is 


而 在 K' 系统 内 则 是 : 
et 
闪 且 因为 间隔 是 不 变 式 ,所 以 
cs 一 1 一 1 
我 们 要 求 两 个 事件 在 丸和 柔 桃 中 的 同一 点 发生 ; 即 要 求 {fs 一 0。 这 
叶 


3 


- si 一 2 人 一 1 一 CT 0. 
因 之 ,如 果 s?>0, 序 如 果 两 个 事件 的 间隔 是 实数 的 话 ， 则 具有 我 
们 所 要 求 的 特性 的 参考 季 级 是 存在 的 。 实 数 稍 隔 称 为 类 时 间隔 ， 
因此 , 若 琐 个 事件 的 间隔 是 类 时 的 ,那么 就 有 这 样 一 个 参考 系 
和 统 存 在 ,在 其 中 两 个 事件 性 生 于 同一 地 点 。 在 这 个 系 笑 内 ,这 两 个 
事件 的 时 间 间 了 晤 等 于 


i ctis —ife = 于 {1-9) 


车 任何 两 个 事件 在 辣 一 物体 上 发生 ,那么 , 它 笠 的 间隔 将 永 为 
类 时 的 。 事 实 上 ， 因 为 物体 运动 的 速度 不 可 能 大 于 。 所 以 在 六 个 
事件 之 问 ,物体 所 行走 的 距离 不 可 能 大 于 ctis 因此 我 们 永远 有 
To<Cotla, 
现在 我 们 再 珊 , 我 们 能 否 找 到 一 个 参考 系统 ,在 其 中 ， 两 个 事 
:会 同时 发 生 。 同 上 面 一 梯 ， 我 们 在 攻 及 &' 两 个 系统 中 有 catz 一 
一 192 一 e249 一 138。 我 们 要 求 晤 s 一 0, 从 而 


有 工人 耐 障 的 用 


S20 = — 3<0. 
因 迪 ; 仪 当 两 个 事件 的 闭 陪 是 廉 数 的 情况 时 ,我 们 村 可 以 找到 所 要 
求 的 参考 系统 。 虚 数 间 隔 称 为 类 空间 隧 。 

因此 , 若 两 个 事件 的 间隔 是 类 空 的 ,那么 就 有 一 个 参考 系 般 在 
在 ,在 其 中 ,两 个 事件 同 睹 发生 。 在 这 个 系 入 中 发 生 这 两 个 从 件 的 
次 点 间 的 距离 等 于 

?173 一 11。 一 C28 iig. [1-103 

将 间隔 分 为 类 空间 踊 及 类 时 间隔 是 一 个 焰 对 观念 ， 因 为 加 隔 
是 不 变 式 。 这 就 是 谣 ， 一 个 奖 隔 的 类 宏 性 成 类 时 性 与 参考 膝 统 大 
关 。 

肥 盯 一 个 事件 口 作为 有 时间 及 空间 坐标 的 计算 起 点 。 换 名 话 
就 ,其 办 上 安 库 yz, + 的 国府 举 标 系统 中 ; 事件 口 的 世界 点 就 是 
坐标 的 原点 。 现 在 我 们 来 研究 所 有 共 亿 事件 对 于 本 事件 的 关系 ， 
为 了 明显 起 皇 ， 我 们 只 考虑 一 度 空间 与 时 介 ， 横 将 它们 安 舍 在 图 
1-2 的 两 个 畏 上 上 。 一 个 当 2=0 时 经 过 w= 0 一 点 粒 了 的 与 壕 直 楼 
运动 ,可 以 用 一 条 理 克 来 代表 ,这 条 焉 厂 经 过 0 点 ,与 4 轴 成 -一角 ， 
此 和 的 正切 等于 榨 下 的 速度 。 因 为 最 大 
可 能 的 速度 是 所 以 这 条 丁 生 与 1 吴 所 
成 之 角 也 有 一 个 最 大 值 。 图 1-2 中 有 两 
条 直 粮 ,代表 两 个 信号 经 过 事件 0 { 即 当 
i 二 0 时 炽 过 4 三 0) 以 烙 速 向 相反 两 个 方 
癌 的 优 播 。 所 有 代表 粒子 运动 的 直线 只 
能 在 Ce 及 do 两 个 区 域内 。 显 然 ， 在 
直线 me 及 od 上 ，a= 士 此 我 们 先 和 研究 
那些 事 伟 ， 它 们 的 世界 点 是 在 a0c 区 域 
内 。 很 宅 易 理解 ， 在 这 个 区 域内 的 所 有 的 点 ，ca-- 52>>D。 换 一 
凶 话 裔 ， 企 这 个 区 域 肉 欧 任 何事 件 与 事件 的 障 隔 是 类 时 的 ， 在 


加 1-3. 
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这 个 区 域内 {>>0， 妇 在 这 个 区 域内 所 有 的 事件 都 发 生 在 0 事件 之 
后 -但 是 两 个 事件 若 被 类 叶 间隔 所 分 开 , 无 答 在 孝 一 个 参考 杀 张 内 
部 不 可 能 同时 发 生 。 所 以 ,不 可 能 找到 一 个 参考 柔 统 ,在 这 个 柔 统 
中 ,a0e 区 域 的 任何 事件 会 在 事件 0 之 “前 "发 生 ， 邹 在 1<0 瞩 发 
生 . 因 此 ,在 seOe 区 域内 的 所 有 事件 对 0 来 性 在 任何 参考 系统 中 都 
是 本来 的 事件 。 所 以 ,这 个 区 域 对 事件 O 来 说 可 称 为 “ 契 对 未 来"。 

完全 类似 地 ， 所 有 在 区 战 b04 内 的 事件 对 口 来 坑 都 是 “ 契 对 
过 去 ” 序 本 区 莽 的 事件 ， 无 散在 任何 参考 系 纺 中 者 在 口 事件 前 性 
生 。 

成 后 ; 再 研究 2oe 及 c06 两 个 区 域 。 本 区 域内 的 任何 事件 与 
0 下 件 的 立 隔 都 是 类 空 的 ， 这 些 事 件 在 任何 参考 条 统 中 发 生 在 空 
间 里 的 不 同 点 。 因 之 ， 这 些 区 域 对 于 0 来 条 都 可 称 为 “ 艳 对 远 
离 ” 但 是 ,关于 这 些 事 件 的 "同时 ”、“ 较 时 及: 较 晚 "等 观念 都 是 
相对 的 。 对 这 些 区 域内 的 任何 事件 来 说 ,有 一 些 参 者 系统 存在 ,在 
这 些 系 级 十, 此 事件 在 0 事件 后 发 生 ; 也 有 -一些 参考 秒 统 存在 ， 在 
这 些 系 统 中 ， 此 事件 在 0 事件 前 发 生 ; 最 后 纪 有 … 个 参 冰 系统 存 
人 在, 在 这 个 系统 中 ,此 上 扣 件 与 0 事件 同时 以 生 。 

我 们 坚 注 意 ,如果 关 虑 所 有 三 个 空间 华 标 轴 ,而 不 只 考虑 一 个 
空间 坐标 轴 , 那 么 , 代 赫 加 1-2 中 的 两 条 相交 的 科 ， 我 们 将 有 -个 
“同色 体 ”22 二 9 十 82 一 e292 二 0 《在 四 度 间 华 标 系统 内 ,3 9 2, + 
为 其 二}, 图 煞 体 的 物 与 1 输 八 合 。 这 个 图 锻 体 称 为 * 光 锥 ”。 这 时 ， 
艳 对 未 米 与 码 对 过 去 就 由 雏 体 的 两 个 内 区 域 来 代表 。 

两 个 事件 仅仅 在 其 间隔 是 类 时 间 取 的 情况 下 ， 才 征 此 有 因果 
关系 ; 这 可 由 相互 作用 的 短 播 速度 不 能 大 于 光速 这 一 事实 直接 扒 
出 来 。 如 玻 个 加 才 已 经 看 到 的 ， 正 是 对 这 些 事件 来 ，”* 较 早 ” 与 
“ 尽 晚 ?等 观念 寺 有 稳 对 意义 ， 而 这 一 点 又 是 使 因果 观念 具有 意义 
的 必要 条 件 。 
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$ 1-3. 固有 时 

假设 在 某 一 个 惯性 参考 系 硅 内 ,我 们 观察 一 些 锋 , 这 些 色 怕 对 
干 我 倍 可 任意 形式 的 运动 。 在 备 个 不 同 的 瞬间 ， 我 们 可 以 部 为 
这 种 运动 是 与 速 的 。 因 此 ,在 每 -…- 孜 则 ,我 们 可 以 引用 一 -个 与 运动 
的 钙 有 固定 联系 的 坐标 条 畦 ， 这 个 华 标 系统 和 猎 在 一 起 也 是 -个 
导 性 参 者 系统 。 

在 一 个 无 限 小 的 时 间 间 隔 二 (根据 在 我 们 般 上 上 坐标 骤 统 内 的 
强 ) 内 ,运动 的 钙 所 行走 的 中 离 是 1 本 3 二 三 5 二 55 我们 痪 并 ,这 
册 ,运动 的 钾 所 指示 的 时 间 闻 隔 本 又 如 何 。 在 与 运动 的 链 相 联系 
的 坐标 系统 内 , 链 是 静止 的 ， 即 dz' 二 dy' dz'=0， 因 为 湖 隔 是 不 


安 的 ,所 以 
ds 0 dt A — dy — dst = 0 ot, 


Us 1 


由 此 可 得 二 一 二 二 Vo ds dr dy ds 
_ /Gv yi ds 
或 ‘a 1 cet 
但 

Orn? toy ids 

a 
其 中 ”为 运动 的 得 的 速度 ; 所 以 

dd 一 气 C1-11) 


将 上 式 积分 ， 我 们 可 以 得 到 ， 当 租 站 的 锋 所 行走 的 时 间 为 如 一 
时 ,运动 的 血 所 指示 的 时 间 间 隔 是 


一 本 一 -1 a (1-12) 


随 善 某 一 答 定 物体 一 同 运动 的 种 所 指示 的 时 间 ， 称 为 该 物体 
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的 参考 系 狗 的 肝癌 表示 出 米 . 

由 (1-11) 及 C1-12) 可 见 ， 一 个 运动 物体 的 到 有 时间 永远 咎 在 
前 止 漆 箔 内 的 相对 应 的 肝癌 阅 隔 为 小 ， 换 多 话 就 ， 运 动 的 奸 习 裔 
止 的 钳 走 得 慢 些 。 

假设 有 些 尔 相对 于 某 一 惯性 参考 系统 正 作 与 速 才 贰 运动 。 一 
个 同 这 些 急 紧 速 着 的 参考 系 蒜 瑟 也 是 这 性 系 蒜 ， 从 一 个 五 系 疆 
内 的 观察 者 来 看 ， 避 系 糙 内 的 负 都 落后 了 。 友 过 求 芒 ,从 ' 系统 
内 的 观察 者 来 看 ,天 系统 内 的 甸 元 落后 了 。 为 了 使 我 们 相依, 这 是 
不 逆 质 的 ,可 以 注意 直面 的 事实 ， 为 了 确定 k' 系 就 内 的 一 些 鳃 落 
后 于 玖 系 永 内 的 一 些 锋 ， 我 们 必须 按 下 述 的 方法 去 作 。 假 玻 在 某 
一 盟 刚 ,到 内 的 一 个 攀 经 过 二 由 的 一 个 锚 的 著 边 而 在 这 一 瞬间 , 丙 
个 绕 所 指示 的 时 间 恰 好 一 样 。 为 了 比较 五 及 到 内 的 帅 个 德 的 快 
慢 , 我 们 必须 再 一 次 将 那些 在 K' 内 运动 的 锋 的 讨 数 与 下 内 的 - 些 
链 的 范 数 作 一 比较 。 人 在 新 的 瞬间 ， 运 动 的 镍 将 从 天 内 的 另 一 些 鲜 
粥 边 径 过 ,现在 我 们 就 将 运动 的 钙 与 于 些 儿 比 较 。 贡 这 时 我 们 发 
现 ， 大 内 的 血 比 借以 比 尽 的 下 内 的 链 落 后 ， 庄 此 可 中 ,为 了 比较 
师 个 参考 系统 内 的 句 的 快慢 ,我 们 需要 在 一 个 节律 内 有 儿 个 鲜 , 而 
在 劳 一 个 柔 炳 内 有 一 个 钞 。 内 此 这 种 过 程 对 这 两 个 系 称 来 菩 ， 拭 
不 是 对 称 的 。 同 另 :一 参 浓 系统 内 不 同 的 一 些 甸 相 比较 的 那 一 个 链 
总 是 落后 的 句 ， 

假设 我 们 有 两 个 链 , 其 中 之 一 描 葵 一 闭合 申 缕 ,又 回 到 出 发 点 
《部 肯 止 的 筑 所 在 之 点 ), 显然 运动 的 钾 落 后 了 (与 静止 的 猎 相 比 )。 
相反 的 推 请 ， 即 裔 想 运 动 的 链 是 静止 的 《而 般 止 的 镑 是 运动 的 )， 
现在 是 不 可 能 的 ,因为 那个 红 话 然 描 欠 了 一 个 周 合 曲 可 , 它 的 运动 
就 不 是 匀速 次 祺 运动 ， 因 而 与 之 相 迷 的 参 汐 系统 就 不 是 惯性 的 。 


二 为 自然 定律 只 有 在 不 同 的 慢性 系统 内 才 是 一样 的 ， 与 静止 的 
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链 钼 连 的 系统 (惯性 系统 ) 及 上 的 
具有 不 同 的 特性 ， 因 而 导致 胡 止 的 血 应 当 是 落后 的 这 个 辕 论 的 
断 就 不 对 了。 

一 个 强 所 指 永 的 时 疝 则 也 等 寺 沿 着 链 的 世界 各 而 取 的 积分 


二 人 gs， 假如 丝 是 移 止 的 , 则 显然 它 的 世界 重 是 一 条 韦 炙 并 与 


轴 平 行 ;假如 色 在 贱 合 路 径 上 作 非 匀速 运动 而 且 又 加 到 出 发 点 , 那 
乞 ，, 它 的 世界 覃 就 是 一 条 曲线 ,这 条 曲 粳 经 过 静止 急 的 丰 的 世界 缕 
的 两 点 ， 这 两 点 与 运动 的 开始 及 稳 止 相对 应 。 另 一 方面 ， 我 们 看 
到 ， 脐 止 的 钙 所 指示 的 时 间 关 隔 永 远 较 运动 的 鲁 所 指示 的 为 大 。 


因此 ,我 们 得 到 一 个 精 葵 在 两 个 世界 点 问 所 取 的 积分 ts， 如 果 


是 举 着 过 搂 这 两 点 的 起 的 此 界 鞭 而 积分 (当然 , 4 及 “两 个 世界 点 
的 间隔 必须 是 类 时 的 , 否 肌 积分 就 是 复数 了 ) 则 有 最 大 值 @。 
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我 们 现在 的 目的 是 要 找 出 ， 从 一 个 惯性 系统 到 另 一 个 惯性 系 
统 的 变换 公式 ， 根据 这 个 公式 ， 当 集 一 个 事件 在 KE 系 硫 内 的 坐标 
#5 为 已 知 时 ， 就 可 以 找到 同一 事件 在 另 一 个 惯性 乘 统 苹 ' 内 
的 型 标 #2, 六， 2, #。 

在 经 典 力学 中 ， 这 个 周 题 的 解决 是 很 简单 的 。 由 手 时 间 的 看 
对 性 ,我 们 有 主 = 其 次 ,假若 坐标 辆 的 取 法 和 通常 一 样 ( 即 XX 人 
两 币 起 合 ; Y, 台 分 别 与 了 ,名 轴 平 行 , 送 动 是 沿 着 了, X' 轴 ), 那 么 
很 明显 ， 9 “ 跌 竺 十 # 2 而 > 与 w 则 相 莽 一 个 焉 离 , 艺 一 个 系统 


他 ”积分 f 44 的 桂 性 是 ， 委 标 之 一 旺 丰 数 (; ==ict7; 若 轨 个 入 标 业 是 实数 ， 那么 


当然 ， 人 4s 治 竹 个 直 胃 将 有 景 小 值 。 
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对 村 另 一 系统 所 得 走 的 距 商 。 假 和 两 个 华 标 条 统 倒 合 的 时 到 被 取 
为 时 间 的 原点 ， 寺 假设 六 系统 对 于 下 系 级 的 由 对 运动 的 速度 为 
区 那么 ,这 个 中 网 就 是 了 tf。 所以， 

wa— Ft, yy Sg, =t. 《1-13 》 
这 些 公式 称 为 便利 略 变 换 。 搬 容易 证 地 ,这 个 变换 式 , 旭 我 们 所 预 
料 的 一 笠 , 不 能 尘 足 相对 蒋 的 皮 求 ; 这 个 变换 式 不 能 使 事件 与 事件 

我 们 将 求 出 相对 花 的 变 搞 公 式 ， 这 些 变 换 公 式 恰 好 是 根据 寿 
个 事件 闻 的 问 隔 不 变 的 竖 求 的 . 

引 果 我 们 疙 了 了 便于 以 后 的 氢 述 利用 量 7 一 iet， 那 么 ， 正 如 在 
$1-2 里 所 看 到 的 二 事件 间 的 间 隅 可 以 事 为 是 在 西 虎 空间 卢 的 相 
对 应 的 两 个 世界 点 癌 的 路 离 。 因 此 我 们 可 以 襄 , 所 要 求 的 变换 , 必 
须 是 使 所 有 在 四 度 室 间 w, 9, z, 7 内 的 距离 不 变 的 变换 。 但 是 这 些 
变 桨 仅仅 包谷 坐标 柔 统 的 平行 移动 与 旋 赎 。 其 中 ， 我 们 对 于 举 标 
抽 对 自己 作 和 平行 移动 并 无 兴趣 ， 央 为 这 不 过 是 将 空间 坐标 的 原点 
移动 … 下 ， 并 将 时 簿 的 参考 点 改变 一 下 而 已 。 所 以 ， 所 要 求 的 变 
换 , 在 数学 上 应 当 类 水 为 四 度 坐 标 条 统 4 9, z, 7 的 旋转 。 

四 度 空间 内 的 一 切 旋 连 ， 可 以 分 解 为 六 个 分 昼 在 六 个 平面 
2 TT， 7 内 的 旋转 (正如 在 三 度 空间 内 的 一 切 旋 埋 可 
以 分 解 为 三 个 分 副 在 zy，ys，28 三 个 平面 内 的 旋转 一 样 )。 尖 中， 
前 三 个 旋 赫 仪 侈 变换 室 间 坐标 , 它 从 和 通常 的 宗 硬 旋 情 相当 。 

我 们 研究 在 rs 平面 内 的 旋转 ,这 时 站 与 = 坐 疆 是 不 变 的 。 若 
是 为 旅 转 鱼 , 那 么 , 午 旧 坐标 的 关 和 对 就 由 以 下 二 式 决 定 : 


二 2 G08 由 一 T gin 由 ， 


1-—14 
TT 二 2 si 四 十 To0g wh， ‘ ) 


~ 我 们 沈 在 要 找 出 邦 个 由 一 个 惯性 参考 系统 到 到 另外 一 个 惯性 
系统 天 的 灾 换 公式 ， 五 以 速度 了 沿 总 轴 对 挟 作 相对 运动 。 在 这 
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个 情况 下 ， 最 然 只 有 空间 坐标 2 与 时 间 7 发生 伙 化 。 所 以 这 个 变 
换 必 须 有 [1-14) 的 形式 ， 现 在 只 剩 下 决定 旋转 甬 册 的 问题 ， 而 风 


又 仪 与 相对 速度 了 了 有关 @。 


我 们 来 研究 参考 坐标 系 部 KE' 的 原点 在 皮 内 的 运动 。 这 西 


w 一 0 而 公式 (1-14) 可 写成 
太一 一 T inp, 了 一 了 cog 出， 


相 除 可 得 


“= 一 tan 省 , 


但 了 = 而 %/t 显然 是 对 的 速度 VY， 因 此， 


,下 
ta th = 
起 v ; 


由 之 得 下 
Sin 二 oog $= 
/ Vs 
Vi- Vii- 
代 和 大 C1-14), 得 : 
wT 本 一 全 上 
= = =%! 一 .一 .一 
2 
Hi- 1 人- 


再 将 7=tel, 7 一 ict# 代 人 ,最 后 得 


:pe 

= + Ve 二 1 二 
/Vs ’ ’ /一 严 
Fi- Te 


(1~15) 


这 就 是 所 要 求 的 变换 公式 。 它们 被 称 为 洛 伦 兹 变换 式 ， 是 今后 姑 


论 的 基础 。 


用 5 9, zt 来 吉 示 2, 太 的 倒 导 的 公式 只 须 忆 一代 将 
了 便 得 ,因为 五 系 舟 以 速度 一 了 咎 对 五 运动 。 这 些 表示 2, 六， 


由 ”注意 ,为 了 囊 东 并 混 , 内 后 永远 用 玉 囊 示 两 个 惟 性 流标 几 对 运动 的 恒定 速度 ， 


放 ， 表示 质点 运动 的 速度 , ” 昔 不 必须 为 薄 数 。 
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2 的 公式 可 直接 玉 解 为 各 式 <1-15) 而 得 ， 

由 (1-15) 式 很 容易 看 出 , 作 向 经 典 力学 的 极限 过 浪 。 >eo, 洛 
伦 斑 变换 事实 上 就 过 流 到 如 利 略 变换 了 -。 

当下 >>e 上 时光] 二 扩 ) 臣 书 的 尘 变 成 碟 数 ; 这 与 运动 速度 个 可 
能 大 于 光速 的 事实 符 台 - 此外， 我 们 也 不 可 以 用 一 个 以 光速 运动 
的 参考 采 统 ,因为 在 这 种 情形 下 ,1-15) 式 的 分 么 将 为 需 。 

当下 比 光 束 小 很 多 | 上 时， 我 们 可 记 用 下 商 的 近似 公式 代替 《1- 
15): 


4 = 了 1 :Vw a 
w= Ft Y=, = tt (1-16) 


假设 在 五 桑 硅 内 有 一 根 于 行 十 六 轴 的 静止 的 得 子 。 侦 定 它 在 
不 系 寺 办 测定 的 长 度 为 Ar 二 加 一 各 Cvs 及 得 为 得 了 二 端 在 下 又 
统 内 的 坐标 ) 我 们 现在 来 求 出 这 个 棍子 在 五 " 系 攻 内 的 长 度 。 为 
了 这 个 月 的 ,我 们 需要 在 同一 明 间 纪 找 出 相 子 两 端 在 老 内 的 坐标 
33 及 #1 由 (1-15) 我 们 得 到 


棍子 的 “图 有 拉 度 ”起 它 在 相对 它 为 静止 的 考 系统 内 的 长 
度 。 以 mp 一 As 代表 这 个 固有 长 度 ， 以 7 代表 它 在 任何 其 他 参考 
采 较 下 内 的 长 底 。 理 和， 

四 下 到 
(一 :中 1—75. (1-17) 

因此 ， 一 根 梯子 在 它 忌 静止 的 都 个 参考 系统 内 服 綦 。 在 它 是 

以 速度 了 运动 的 那个 参考 系统 内 , 它 的 长 度 就 要 减少 到 攻 1 一 号 
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倍 。 忆 对 论 的 这 个 车 果 称 为 洛 俊 兹 收 纵 - 
因为 物体 的 横向 尺度 [如 寅 及 高 ) 都 不 央 运 动 而 变 ， 所 以 它 的 
体积 也 控 眼 相似 的 公式 而 收 划 ,部 


上 3 
o-puJ 0 - 叱 (1-18) 


其 中 to 代表 物体 的 “ 园 有 体积 

由 洛 丛 兹 变换 ， 我 侧 还 可 以 租 到 我 们 已 经 知道 的 有 关 因 有 时 
间 人 1-3) 的 精 孙 。 假 设 在 五 柔 芋 内 有 一 个 静止 的 钾 。 我 们 假定 
有 两 个 事件 改 生 在 五 内 同一 空间 点 ”，2W，2%。 在 到 内 这 两 事件 
之 间 的 时 下 为 全 一 毕 一 在。 现在 我 们 要 找 出 ,在 五 系统 内 ， 同 样 
的 两 事件 之 闻 的 时 则 At:， 由 1-152 得 


Ta Vw 
好 十 a 绍 士 - -2 - 
7 Ve 
i- 去 1 一 各 
相 碱 则 得 , 
tati=At-_ A 


这 一 公式 与 公式 (1-11) 完 全 符合 , 


#1-5， 速 朗 的 变换 

在 上 节 中 ,我 们 求 得 一 些 公式 ,用 这 些 公式 ， 我 们 能 够 从 一 个 
事件 在 一 个 参考 对 业内 的 坐标 找 出 同一 事件 在 第 二 个 参考 条 统 内 
的 坐标 。 现 在 我 们 要 求 出 一 个 公式 ， 用 以 表示 一 个 粒子 在 一 个 大 
考 系统 内 的 速度 与 其 在 第 一 个 参考 系统 内 的 速度 之 间 的 关系 。 

我 们 再 一 次 假定 K' 系 夭 对 天 系统 灸 速度 了 沿 工 朝 相 对 运动 。 
设 w=ez/di 为 粒子 在 系统 五 内 的 速度 的 分 量 ， 而 二 de'fdt' 为 
同一 粒子 在 系 肆 女 ' 内 的 速度 的 分 量 。 贡 (1-15) ,得 
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了 L 
人 lw 一 de Pa dy= dy', ds= de, dt= 


Ts /Ta 
人 a Vi- 
用 第 四 个 方程 除 前 三 个 ; 刚 得 


dr_ dw Vd dy_ 
” at 


全 他 总 


i FF , ft 六 下 
dt' 十 二 Wt' 十 -CH 
6 c 


dt! 二 下 ty 
2 


用 dt' 除 上 面 三 个 方程 的 右边 的 分 子 与 分 母 ,上 则 得 


—ys ja 
EE A vs 1-—-s 
st 2} 2 = 2 
Ve = 0 (1-19) 
1+ vo-s 1 十 名 4 1+ te- 
如 - [ 志 了 


这 些 公式 就 决定 了 速度 的 次 换 。 它 们 是 权 对 询 里 的 速度 合成 的 规 
律 。 在 极限 情形 下 , 即 e->oo 寻 , 筷 们 莽 变 为 经 暴力 学 里 的 公式 : 
ve= ui, vy= Yd, Ve=Y!. 

在 粒 了 于 沿 世 提 运 动 的 特殊 情 沈 下 ，%s= 二 Vv,Vy=Ve=0。 那么 ， 

vy= Y= 0, 2 一 全 寿 且 
一 - . (1-20) 
1 十 2 

很 容易 钼 实 , 如 果 两 个 速度 各 小 于 或 等 于 光速 ， 其 合成 速度 ， 
根瘤 这 个 公式 :也 不 会 大 于 光速 。 

假如 速度 六 比 光 速 5 小 很 多 C2 可 以 是 任意 的 )， 我 全 将 近似 
地 (准确 到 Tje 的 项 ,部 略 去 下 fe? 人 以 上 的 项 ) 得 到 


ra : 
yr—= oF 1 2 wus orv bk 舍 E 二 和 一 各 /六 
荆 了 | ez 2 “ 忆 vy 四 Ye? 让 9 


FV 
sa* 


路 我 们 这 样 来 选择 坐标 办 ， 使 粒子 的 过 上 诬 在 葵 定 瞬间 是 在 
ZY 平面 内 。 这 时 粒子 在 天 乘 统 内 的 速度 的 分 其 是 wz 一 "os 仿 
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y=» sin 8, 而 在 民 ' 内 则 海 人 一 2 os 有 vj 一 vn 0' (vv! 为 速 
度 在 五 及 下 内 的 经 对 得 ; 9, 外 为 速度 与 了 转 及 ' 轴 所 夹 之 角 )。 
用 C1~192 式 ; 则 得 


A Es 
Fa H . 
好 1 一 全 sin 8 


tan 0 一 C1-21) 


人 03 gtF 
这 个 公式 决定 了 速度 的 方向 从 一 个 大 者 系 园 变 换 到 另 一 个 大 
考 系 和 统 时 的 改变 。 
于 我 们 来 娠 尽 地 研究 这 个 公式 的 .… 个 重要 特例 ， 即 光 册 -一 个 
参考 系 六 变换 到 另 一 个 参考 系统 时 的 偏差 ， 即 所 调 光 行 差 现 象 。 
在 这 种 情形 下 一 ”一 因而 上 式 化 为 


Sin 人 (1-22) 


由 同一 变换 公式 [1-193 用 相 刷 的 方法 ,很 容易 得 到 


一 ; 
ji C0 re 
sin 0 = .gin (, eos (= F ° (1-28) 
1 十 一 eps 六 1 十 二 eng 针 
[kp 


如 果 Y& 6 由 上 上面 的 公式 我 们 可 以 得 到 准确 到 数量 级 为 了 /e 
的 项 的 公式 如 1 下 : 


3in Gd—sindo—— sin B' eos O'. 
车 引用 40= 风 一 此 光 莽 角 ) 我 们 就 得 到 同 般 的 近似 公式 
和 A 二 . sin 0 C1-24) 


这 就 是 著名 的 光 行 新 的 基本 公式 


8 1-6. 四 度 秋 是 
如 果 用 zy, 2,7 四 个 量 作 为 一 个 事件 的 坐标， 我 们 就 可 以 路 
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为 3 护 #7 是 四 度 空间 内 的 一 个 天 量 的 加 个 分 其 。 这 四 个 分 量 的 
平方 之 和 , 即 矢 量 的 长 度 的 平方 十 多 十 台 十 72, 在 回放 坐标 和 骤 未 
旋 寺 的 情 光 下 芽 不 改变 ， 洛 偷 北 莹 换 是 四 度 空 间 举 标 旋 精 的 一 个 
特例 。 

一 个 分 量 汐 % ,2,7 了 的 矢 基 称 为 “四 度 矢 径 ”。 我 们 将 用 有 %*; 
代表 它 的 分 量 , 其 中 := 1,2, 3,4, 并 且 

WI = ey, Wy = T= Tt 

当 我 们 从 一 个 惯性 参考 条 未 变换 到 另 … 个 时 ， 即 当 作 洛 伦 兹 

变换 出 , 玛 度 矢 径 的 分 其 根据 人 -15) 应 当 按 下 式 变换 ， 


也 y 
ep - rr 本 
Dt a 24 十 和 1 
1 一 一 一 一) 一 站 省 一 出 一 一 一 一 一. {1-25) 


下 3 昌 下 3 
及 一 1 
如 果 四 个 草 4 如, 4s, 4;, 4 的 集合 , 当 四 度 坐 标 系 胃 变 换 时 ，, 作 
同 分 量 x 一 样 的 变换 ,于 么 ， 它 们 硫 称 为 * 四 度 矢 明 ”4;。 当 作 洛 
偷 益 变换 时， 
A i ALti 4 
一 — i {1-26) 


I /i 
EE FE 了 一 


四 度 失 量 有 些 特性 同 普通 矢量 很 相似 。 很 容易 吝 明 ， 正 如 普 
通 矢 量 的 标 积 一 样 ,两 个 四 度 儿 匡 的 分 最 之 积 的 和 Bi 十 4s8s 十 
十 4s8s 十 4 有 是 一 个 标 蚌 。 以 后 我 门将 用 4eBi 来 表示 这 种 天 量 的 
慰 桂 ,并 旦 以 后 我 位 一般 将 认为 ， 如 果 有 某 一 个 拉 上 文 指 标量 其 ， 
那么 ,这 就 是 从 1 到 4 到 和 的 意思 。 因 之 ,一 个 四 度 矢 量 的 引 对 值 
的 平方 就 可 用 4i4i 或 4 表示 。 这 种 表示 和 的 方法 《 取 和 的 符 屿 
省 去 ) 是 便利 的 , 它 使 许多 公式 大 大 地 简化 

纱 后 我 他 用 共 腊 文 指标 豆 示 三 度 家 间 欠 量 的 分 量 ; 希腊 文 指 
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标 重 复 时 ， 表示 从 1 到 3 取 的 和 (例如 AB 一 4; 态 。 2 
四 眶 和 拓 量 的 前 三 个 分 晶 称 为 空间 分 量 ， 而 第 四 个 分 量 刚 称 为 
时 得 分 草 ， 于 如 四 度 矢 径 一 - 样 。 我 位 所 人 碰 到 的 一 切 四 度 矢 量 的 时 
六 分 量 都 是 谭 数 。 我 们 要 注意 ,因为 在 分 量 4: 中 ,有 些 是 虚 数 , 所 
以 4 可 以 东 正 数 ,可 以 是 负数 ,也 可 以 是 需 。 
二 阶 的 网 度 空 肖 张 是 (只 度 线 量 ?可 定义 为 十 六 个 量 
本 天 一 二 2 3 生 ) 的 集合 , 当 学 标 按 


P= vs C1-271 
变换 时 ,4w* 作 下 列 之 灾 横 (和 象 华 标 之 积 的 变换 一 样 ):; 
Asp = ir Ot A 。 [1-283 
对 于 洛 丛 姓 变换 而 音 ， 
1 -i 
-和 -- 人 
/i 
0 1 0 0 
《or 一 0 0 1 0 。 {1-99) 
.FP 
» e 1 


~ 0 0 
A FF? /FF? 
La 六 1 一 2 
湛 足 下 面条 件 的 上 张 最 Sa 称 为 四 度 的 单位 中 量 : 对 于 任何 一 个 
失 匡 4; 都 有 


| BirAt = di, C1-30) 
这 个 张 莉 的 分 明显 的 是 
0 着 i 
50={ oi (1-31) 


由 任何 张 最 _ Aw 我们 可 以 租 成 一 个 标量 dii= A 十 4gs 十 
二 jas 十 4 这 个 标量 称 为 张 量 的 “ 迹 ”” 显然 ， 所 
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二 4， (1-32) 

鞭 4zr 一 少 : 那 么 ， 这 个 张 量 就 称 为 对 称臣 量 , 车 4ir 一 一 如 rm 
那么 ， 就 称 为 反对 称 张 量 。 在 一 个 反对 称臣 量 中 ， 所 有 对 角 糖 上 
的 分 是 ， 妈 411，App，4ss， 4 痢 盐 规 ， 网 为 ， 举 例 和 项 ,我 们 必须 有 
4 一 一 si1 ， 

毅 阶 的 号 昔 可 以 用 类 似 定 义 三 阶 张 量 的 方 渗 定 久之 , 

完全 反对 称 四 阶 四 度 嚼 位 张 症 旺 具有 有 下 述 性 里 的 张 量 
fom; 它 的 分 晶 当 湖 个 指标 交换 了 时, 改变 符号 ， 因 而 不 为 霉 的 分 监 
”种 于 士 1。 由 于 反对 称 的 原故 ， 训 使 只 有 两 个 指标 相间 的 分 量 都 
等 于 雾 ， 因 而 只 有 那些 四 个 指标 完全 不 同 的 分 量 寺 不 等 于 零 。 设 
es34 二 1; 那么 ， 显然 所 有 eittm 的 不 为 震 的 分 最 将 等 于 十 1 或 一 1 
至 于 到 底 是 十 1 还 是 一 1, 那 就 要 看 将 5, 5 tw 蛮 为 1,2.3,4 的 次 
序 时 所 虎 要 的 互 换 ( 易 位 的 次 数 是 偶数 还 是 奇数 而 定 。 此 外， 很 
容易 证 了 朋 , e$iim 二 41, 

对 于 坐标 柔 芒 的 旋 赫 而 言 ，setrzn 各 量 的 特性 就 和 张 共 分量 的 

特性 一 样 : 但 是 ,很 若 我 个 改变 - -个 坐标 的 符号 或 三 个 坐标 的 符 
号 ，eirim 的 分 最 井 不 改变 符号 ， 因 为 它 在 所 有 举 标 系 埋 中 者 被 定 
义 为 一 翌 , 而 一 个 号 七 的 分 量 在 这 种 情况 下 是 必须 改变 符 只 的 。 所 
以 严格 地 般 ，emrm 六 不 是 一 个 张 量 ， 而 是 一 个 所 前 葡 张 量 。 任 音 
阶 的 厦 张 了 量 ,特别 是 履 标 量 , 对 于 所 有 的 坐标 变换 ,都 象 张 量 , 只 有 
那些 不 能 遇 辕 为 旋转 的 变换 是 例外 ， 即 反射 一 一 不 能 归 精 为 旋转 
的 坐标 符号 的 改变 是 例外 。 
， oh 
名 rm 称 为 互 为 对 伴 的 虫 是。 向 样 ,epindwm 是 一 个 三 阶 的 反对 
称 展 怪 晤 ,并 二 矢量 4; 对 惕 。 一 个 二 阶 号 莫 与 其 对 癸 张 晤 的 乘积 
ettmAirAsm 时 然 是 -个 虱 标 时 。 

联系 着 上 面 午 葵 ， 我 们 来 提 一 下 三 度 矢 晤 与 三 度 张 量 的 一 
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些 类 似 的 特性 。 一 个 三 阶 完 全 反对 称 哩 位 旺 张 其 是 这 样 一 些 重 ， 
exsy 的 集合 ， 当 我 们 将 任何 两 个 指标 互 换 时 ,essy 就 改变 了 符号 。 
正如 ezm 一 样 ， 除 了 5x 坟 8 二 ?7 的 分 量 以 外 ， 所 有 的 分 量 均 为 宕 。 
至 于 不 为 规 的 分 量 ,那么 es 一 五 其余 的 显然 或 为 + 和 b 或 为 一 1 至 
本 到底 是 十 1 还 是 一 1, 就 要 看 将 蚌 序 % 8, 7 变 到 1,2,3 时 所 级 
则 的 互 换 次 数 为 捕 数 或 为 奇数 而 定 、 

在 坐标 系 绝 有 反射 的 情况 下 ， 朗 在 所 有 三 个 坐标 改变 符号 的 情 
禹 下 ， 普 通 矢 量 的 分量 也 改变 符 导 ， 这 种 估量 称 为 标 天 量 。 一 个 
矢量 的 分 量 息 车 可 以 用 两 个 灰 矢 量 的 括 积 来 表示 ,了 圣 么 :这 个 天 放 
的 分 蚂 在 坐标 柔 统 反射 时 不 改变 符号 。 这 种 矢量 称 为 朝 矢 昌 。 一 
个 极 矢 基 同 一 个 轴 矢 量 的 标 积 ,并 不 是 一 个 惧 正 的 标量 ,而 是 一 个 
寿 标 量 ;， 在 坐标 柔 纺 反射 时 ， 它 要 改变 符 母 。 辅 矢量 是 一 个 颗 拓 
量 , 与 某 一 个 反对 称 浅 量 对 恒 。 因 此 ,假若 和 = 和 xB 则 


1 
Cn 一 本 ex 3 人 


其 中 Cer = AsB,— A, Ro. 
在 三 度 空 间 内 ,可 以 到 体积 积分 .面积 积分 和 和 缕 积 分 。 在 四 度 
空间 内 , 相 度 地 可 能 有 四 种 类 型 的 积分 。 
了 在 四 度 空间 内 的 一 条 曙 米 上 的 积分 ; 积分 元 素 就 是 红 苑 ， 
闻 四 度 矢 量 Ge 
2) 在 四 度 空间 内 的 一 个 两 度 面 上 的 积分 、 我 们 知道 ,在 三 庶 
室 半 内，A.B 于 个 矢量 所 构成 的 王 行 四 边 形 在 坐标 平面 zuzs 上 
的 投影 画 积 鸭 4sB 一 44Bz; 同样 地 ， 在 四 度 空 间 内 , 两 个 四 度 矢 
量 4i 与 Bi 所 构成 的 平行 四 边 形 ， 在 六 个 坐标 面 wsws 上 的 投影 面 
1 将 由 反对 称 张 量 4:B; 一 44B; 所 决定 。 广 特 例 萌 之 ,一 个 无 穷 小 
的 面 元 ， 则 击 二 只 反对 称 级 量 ze 所 决定 ， 它 的 分 量 等 于 面 元 在 
坐标 平面 上 的 投影 面积 。 头 家 知道 ,在 三 度 空 间 肉 ,我们 用 一 个 与 
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强攻 df ws 对 侦 的 矢量 Js 求 代 替 张 量 3fsa 作为 面 无 ; 朗 叶 “ 一 
== 训 ta47 对 so，。 在 几何 学 上 ， 这 个 矢量 垂直 于 面 元 ， 并且 它 的 颖 
对 全 等 于 别 元 的 面积 ， 在 四 度 空 关内， 我 们 不 能 创造 这 样 的 一 个 
矢量 ,但 是 我 们 可 以 造成 一 个 与 4fw 成 对 货 的 张 量 &7 5 部 
f= etm fr (1-38) 
在 几何 学 上 ， 这 个 张 晤 描述 一 个 面 元 ， 这 个 面 元 等 于 坤 筷 直 于 
dfw 所 有 在 dft 上 的 直线 都 同 在 弛 aw 上 的 直 坊 竹 贞 。 
3 在 一 个 趣 曲 而 上 ， 序 在 一 个 三 度 徐 5 基 度 体 识 )》 上 的 积分 。 
大 家 知道 , 在 三 度 空 间 内 ， 三 个 天 重生 B,C 所 袍 成 的 平行 六 面体 
的 体积 等 于 这 三 个 矢量 的 分 量 所 组 成 的 三 阶 行 列 式 ， 在 四 度 空 间 
内 ， 二 个 四 度 矢量 41、Be.Gt 所 构成 的 平行 太 面体 的 投影 体 垦 洲 即 
趋 曲面 的 面积 ) 决 定 于 以 下 各 行列 式 : 
| A Bs Gr | 
A Br: Cr |, 
jar Br 0 
这 些 行 列 式 构 成 一 个 三 阶 张 其 对 于 所 有 三 个 指标 来 豆 ， 它 都 是 
反对 称 的 。 特 草 珊 米 ， 克 穷 小 的 超 曲 面 无 决定 于 反对 称 张 量 
dtre 当 在 超 曲面 上 积分 时 到 一 个 与 张 量 码 ww! 对 笠 的 四 旗 估 量 
esi 作为 积分 元 素 较 为 方便 ,而 - 
dS = entn dta, ASih1 = ertne dSn C1-34) 


《很 容易 证 明 ,Q31 的 分 量 是 : 281 一 45594, 53 一 d81ss 等 等 )。 在 也 
何 学 上 ， 这 个 四 度 拓 量 的 存 对 值 等 于 超 曲 而 元 的 面积 ， 而 其 方向 
则 垂 韦 于 讨 和 面 元 《部 策 半 于 起 曲面 元 内 的 所 有 的 直 砂 ?,。 很 显然 ， 
4 一 dw dy dz 千 于 一 个 三 度 体积 元 虹 , 这 就 是 起 曲面 在 起 平面 
二 常数 上 的 投影 , 

4) 在 一 个 周 度 体积 上 的 积分 ; 积分 元 素 为 四 项 体积 元 


ba 


上 
人 一 Ce ls 
与 三 度 室 间 内 的 积分 的 高 斯 及 斯 托 克 斯 定律 类 似 ， 在 四 度 空 
昌 内 也 厅 一 些 定 理 ， 极 据 这 些 定理 ， 我 们 可 以 进行 四 度 积 分 的 开 
相 变 换 ， 在 这 些 定理 中 ， 上 而 两 个 定理 以 后 对 我 们 有 月 。 在 一 个 
央 台 的 超 瑾 面 上 的 积分 ， 可 以 变换 成 为 一 个 在 访 夯 内 的 四 上 典 体积 
上 的 积分 ,变换 的 旋 法 就 是 用 算 符 


RN a0 (1-35) 


代替 积分 元 未 23i。 例 如 ,对 于 和 天 量 4 的 积分 ,我们 有 
§ Ad8: = 2 dn. 
这 个 定理 办 然 是 高 斯 定型 的 推广 。 
在 一 个 普 道 曲面 上 的 积分 可 以 变 的 成 为 该 曲面 所 “ 包 图 ”的 起 
申 商 上 的 积分 ;只 须 用 算 符 
CE > 工 二 (est -as 元 大:) (1-36) 


代替 积分 元 素 好 和 就 行 了 。 
例如 ,对 于 区 对 称 张 量 4Aw 的 积分 来 说, 我 们 有 


《aa af (es 9dir gg 3) as 


为 了 完备 起 见 , 我 们 在 此 也 引用 一 个 变换 规则 ， 用 这 个 规划 ， 
可 以 将 一 个 在 四 度 空间 内 的 一 条 并 合 山 米 上 的 积分 ， 变 换 成 为 一 
个 在 旦 面 土 的 积分 ,这 个 曲面 为 出 合 曲 太 所 包围 ; 这 可 用 以 下 的 共 
- 换 采 实现 : 


dae > df ， C1-37) 
例如 ,对 于 一 个 矢量 的 积分 来 说 ， 
94; _1 34 34 
§ Aedoi= 人 ap cjof 5 2 中 (1-38) 
这 是 斯 托 克 斯 定理 的 推广 。 
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针 1-7, 四 魔 速 度 与 四 度 加 速度 
由 普 遂 的 三 度 速 度 欠 是， 我 们 可 以 造 一 个 四 诬 和 撩 量 。 一 个 粒 
子 的 四 度 速 度 是 和 失 芋 J 


EF = (1-39) 
为 了 求 出 它 的 分 基 ,我 个 应 江 辣 , 概 据 51-117， 


ce 一 e a¥ 1 一 名 
其 中 v 汐 粒 子 的 普 道 三 度 术 度 。 鸯 此， 
dar dw vz 
本 二 一 天 
cdy 1—5 efi 
我 们 用 同样 的 方法 来 求 wa xsy wy 精 果 我 们 得 到 : 


Bt 一 


广 /ge (1-40) 
Vie ~ i 
旋 屋 注意 ,四 度 速 度 是 一 个 无 量 网 的 基 。 
四 度 速 度 的 分 量 并 不 彼此 独立 。 注 意 到 ， 一 Qs?, 我 们 有 
外 ?一 一 于。 《1-417 


所 以 ， 就 几何 意 尺 童 之 ,我 全 可 以 前 ,好 是 一 个 四 庶 单 位 矢量 理 = 
一 个 粒子 的 四 度 加 术 度 是 矢量 


wi (1-42) 
利用 C1-40) 及 C1-41), 我 们 阔 得 它 的 分 最 


1 Pe 
Ww 一 二 
2 | pa 所) 
0 了 工 一 £2 一 ce2 


yr “ (a) 


{1-43) 


§ 277 四 度 速 座 与 四 庭 加 这 庆 多 


微分 (1-41), 得 
wd 


ts 


或 
= C1-44) 


名 题 
有 - “个 凿 江 , 以 名 度 VG) 党 动车 。 有 一 个 密 考 系 耗 ， 业 子 在 这 个 央 浓 条 箔 中 让 拘 
定 豚 疼 是 部 下 的 , 当 : (8) 羽 仅 改 痢 方向 的 时 化 ;Cb)Y 仅仅 改 次 大 直 的 时 忌 , 冰 粒子 
在 这 个 参考 系 闵 让 的 加 速度 tpo。 
山 : 在 所 指 册 的 参考 条 统 中 ,et 的 生 隐 分 量 等 于 十 | 全 | = ,三 时 问 全 最 为 光 
稚 。 放 w/a4 二 ww 放 项 然 0 是 一 个 标量, 甩 世 ww? 在 其 他 参考 对 统 中 也 算 于 ip3/o4。 
用 五 而 的 医 果 ,并 计 华 ww 在 Cn) 情形 申 我 们 得 : 


,=_1 .ayY 
ar 
.3 
在 (Pp) 情形 中 我 习 得 : 
"二 - 4 -| oa! 
wains drl 
(1 -2 
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8 2-1. 相对 输 中 的 基本 粒子 

在 经 典 力 学 中 ， 可 以 引用 谢 体 观念 ,所 虱 刚 体 ,就 是 在 任何 情 
况 下 都 不 发 生 形变 的 物体 。 在 旭 对 葵 中 ， 央 体 应 访 相 应 地 被 王 解 
为 这 样 一 些 物 体 ,在 它们 为 静止 的 那个 套 考 系 欧 中 ,它们 所 有 的 尺 
二 保持 不 变 。 香 是 , 很 罕 曼 看 出 ,在 相对 葵 由 ,一体 的 存在 --- 般 是 
不 可 能 的 。 

我 们 来 研究 ,比方 琢 , 一 个 缠 着 生 已 的 轴 旋 圭 的 圆 盐 ， 忆 珊 它 
是 刚体 。 与 圆 盘 紧 江 着 的 参考 系 浆 闻 然 不 是 局 性 系统。 但 是 ， 对 
于 辆 上 盘 的 每 -个 不 大 的 元 索 神 可 以 引用 一 个 局 性 参 葵 系统 ， 在 栈 
惯性 系统 内 ,这 个 元 尝 在 给 定 明 半 是 静止 的 ; 对 于 圆 盘 上 和 不 同 速 
度 的 不 同 的 元 素 ， 这 些 惯性 系统 当然 是 不 同 的 。 现 在 如 我 们 来 车 
察 沿 盘 的 某 一 于 委 分 布 的 一 柔 列 简 无 。 因 为 图 鼻 是 刚体 ， 所 以 每 
一 段 的 长度 在 与 蓄 段 的 相应 的 忆 性 参考 系 就 中 ， 仍 上 a 癌 图 盘 在 表 
正 时 自 的 提 度 一样。 因为 每 一 段 邯 垂 让 于 它 白 己 的 这 度 ， 央 而 
在 这 种 情况 下 就 汕 有 洛 偷 畜 收 义 ; 所 以 ,一 个 师 止 的 观察 者 ， 当 国 
捧 的 和 和 从 他 旁边 扫 过 时 ,所 划 出 的 各 段 展 度 ,与 吧 查 在 静止 时 所 
量 出 的 一 样 。 因 此 , 静 小 观察 者 所 沽 基 出 来 的 牛 径 的 总 长 ( 等 于 租 
成 它 的 各 段 之 和 ) 同 圆 盘 衣 下 时 所 苦 得 的 一 样 。 另 一 万 面 ,在 答 定 
瞬间 ， 贺 盘 阅 周 上 从 静止 观察 者 劳 边 轻 过 的 每 一 元 素 禾 要 发 牛 洛 
偷 葡 收 篇， 所 以 整个 图 周 ( 芭 肯 正 的 观察 者 所 测 出 的 各 段 长 度 的 
和 ) 之 长 将 比较 部 止 敬 盘 的 风 周 之 长 为 小 。 因 之 ;我 们 得 到 一 个 精 


C28) 


§ 2-3 最 小 信用 草原 理 9 


论 ， 因 为 图 要 旋 转 的 原故 ,加 周 与 秆 径 之 比 (静止 的 观察 者 所 测 得 
的 结果 ) 必 定 履 变 , 而 不 等 于 327。 这 样 蓝 路 的 精采 证 明 , 实 际 上 总 
盘 不 可 能 是 涡 体 ,市 当 旋 再 时 ,加 一 必然 发 生 了 了 复 汶 的 形变 ， 这 称 
z 安 与 制 成 辐 扫 的 物 江 的 强 性 有 关 。 

我 们 还 可 雇用 荔 外 一 个 太 法 来 证 明 旱 体 臣 不 可 能 存在 的 。 假 
三 一 外 力作 用 于 革 一 同体 的 某 一 点 上 ， 使 这 个 物体 运动 。 如果 这 
个 物体 是 团体 ;那么 , 它 的 所 有 各 点 必定 与 外 力作 几 的 一 点 阅 时 运 
动 , 否 项 物 体 栈 更 变形 上。 但 是 根据 相对 论 , 这 丰 不 可 能 的 ， 内 为 
力 的 作 月 是 以 有 限 速 度 从 受 力 作用 的 点 储 到 荔 外 的 点 ， 因 而 所 有 
的 点 不 可 能 问 时 开始 运动 。 

从 这 些 衬 论 ， 我 们 得 出 关于 世 谓 基本 粒子 的 一 些 硅 论 。 基 本 
粒子 就 是 这 样 的 一 个 粒子 ;人 它 在 所 有 掀 班 现象 中 ,只 能 表现 为 一 个 
整体 , 即 闵 它 的 部 分 是 没有 意义 的 。 摸 旬 疾 说 ,只 要 把 一 个 臣 本 粒 
子 看 作 一 个 禹 体 ， 井 粒 出 它 的 位 加 与 迷 度 ， 它 的 情况 就 完全 确定 
了 了 o 很 明显 , 慨 如 一 个 基本 粒 于 县 有 有 有限 的 尺寸 ; 孝 么 , 它 必然 不 能 
变形 ， Oe 独 耻 运 动 的 可 能 性 由 
联 双 着 。 但 是 ,我 位 同 才 已 烃 看 到 ,相对 论 指 出 刚体 是 不 可 能 存 住 
的 。 因 我 们 得到 一 不 重要 的 村 :基本 粒子 不 可 兹 具有 有 经 大 
十 ,而 应 当 把 它 当 作 一 个 几何 点 。 


8 2 2. 最 小 作 甩 量 原理 
为 了 研究 粒子 的 运动 ， 我 倘 将 从 最 小 作 几 莒 原理 出 发 。 大 家 
知道 ,最 小 作用 最 原理 是 识 : 对 于 每 一 个 力学 休 夫 ， 汉 一 个 叫做 作 
用 蜡 的 积分 太仓 在 ;这 个 积分 对 于 实际 运动 有 吉 小 值 ,因此 它 的 变 
务 88 为 替 ” 


f& i 六 询 米 ， 好 小 作 用 本 原理 断定 ， 积分 主 羽 羽 对 于 小 的 积分 区 间 才 应 当 是 最 
小 答 。 对 于 尾 意 岛 度 的 积分 区 阅 , 只 伦 断定 积 芝 上 在 柱 占 值 , 并非 必 希 有 最 小 值 。 
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为 了 决定 对 于 一 个 自由 粒子 (一 个 不 在 外 力 影 响 下 的 粒子 ) 的 
作用 最 积分 ， 我 们 要 注意 这 个 积分 必定 与 惯性 参 者 系统 的 选择 无 
六 ,这 就 征 向 ， 它 对 于 洛 偷 兹 变换 必须 是 一 个 不 变量 。 贝 此 可 知 ， 
它 必 定 盐 一 个 标 昌 责 数 。 此 外 ,很 明显 地 ,被 积 分 和 的 苑 数 必须 是 一 
个 一 阶 微分 。 但 是 对 于 一 个 自由 粒子 ， 我 们 所 能 造 嵌 的 界 的 这 
种 标量 ,仅仅 是 间隔 ds, 或 ads, 其中 “ 是 某 一 常数 。 这 样 一 来 , 对 
.于 一 个 自由 粒子 ,作用 量 积分 必须 取 下 画 的 形式 : 


一 并 | Ts, 
到 


在 
其 中 外表 示 沿 着 粒子 在 两 个 特定 事件 阐 的 世界 入 的 积分 , 这 两 个 
特定 事件 就 是 粒子 在 盟 间 到 达 初 信 诅 和 在 4 坚 问 色 达 未 位 置 ， 
也 就 是 漫 ,人 是 沿 着 两 个 世界 点 之 癌 的 世界 如 的 积分 ; 而 a 则 为 表 


征 该 粒子 的 一 个 常数 。 很 容易 看 出 ， 对 所 有 粒子 来 廊 , 4 必须 是 正 
数 ， 的 确 ,在 $ 1-3 节 中 ,我 们 已 经 看 到 je 沿 着 一 条 直 的 世界 
和 的 值 是 最 大 ! 沿 着 一 条 六 晶 的 世界 条， 我 们 可 以 使 积分 任意 小 。 
所 以 ， 积 分 J 如 果 取 正 号 , 则 不 可 能 有 最 小 值 ; 如 果 取 负 寺 
么 , 骂 然 ; 当 沿 着 一 条 站 的 世界 楼 积分 时 ， 它 有 最 小 人 


这 个 作用 最 积分 可 以 变 为 对 时 间 的 积分 = 了 各 世间 


知 , 柔 数 工 吓 做 这 个 力学 体系 的 拉 格 期 下 函数 。 利用 C1_11), 我 们 
求 得 § J 
应 二 一 ac 1 一 半 dt, 
加 ° 
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访 中 为 粒子 的 速度 。 因 之 ， 对 粒子 求 说 , 近 格 朗 日 丽 数 是 
L=~—ack 1 一 气 ， 

上 面 已 经 就 过 , « 尽 表 征 坝 粒子 的 一 个 莉 。 在 经 典 力学 中 ， 
每 个 粒子 的 特征 就 是 它 的 质量 和 。 我 何 来 找 mr 与 4 二 其 的 美 系 。 
这 可 以 从 下 而 的 条 件 定 出 来 ， 在 作 e yoo 的 极限 过 渡 肝 ， 工 的 吉 
示 式 应 当 过 滤 利 它 的 沟 典 表示 式 研一 半 mo2 其 中 mw 是 粒子 的 县 


典 质 晶 。 为 了 实现 这 个 过 渡 ， 我 网 将 /i 展开 为 v/e 的 老 胃 
数 。 峰 去 高 次 项 以 后 ;我们 使得 到 


L= -mp1 c+. 
我 们 知道 ,在 找 格 朗 日 两 数 中 ,对 时 间 为 全 微 商 的 项 是 不 重 览 
简 ， 因 前 可 以 从 丽 数 中 梧 去 和 。 任何 常数 都 是 同一 常数 与 t 的 本 
积 的 全 微分 ; 所 以 可 以 从 工 中 赂 去 。 赂 去 常数 oe, 我 们 得 到 上 = 
一 20212c 在 经 典 力学 中 ,了 =mv2/3， 因 之 ;我 们 必须 有 a= me。 
所 以 , 白 由 粒子 的 作用 苦 积 分 钙 


六 一 —me § as, (2-1) 
型 拉 格 雇 日 南 数 是 
L= mc? 1 一 气 . (2-2) 
$ 2-3, 能 量 与 冲 蝇 


我 们 知道 ， 矢 量 了 P 一 9L/3Y(3L/9V 是 代表 一 个 矢量 的 符号 ， 


ty 
的 ， 当 我 峭 示 作用 量 积分 人 三 di 时， 对 时 疝 的 全 得 南 答 出 一 些 与 积分 路 合 无 美 
ty 


约 量 , 范 些 量 相 对 作用 基 取 迹 伟 时 将 消失 。 
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这 个 矢 丰 的 分 时 为 王 对 Y 的 相应 的 分 量 的 微分 ) 称 为 粒子 的 神 

量 。 利 用 (2-2), 我们 得 到 
卫 


my 


一 一 一， (2-3) 
Vr-: 


;入 
I 

对 于 很 小 的 速度 (o<e 9， 或 c >oo 的 极限 情形 下 ，. 上 式 就 变 为 经 
典 的 公式 了 = 加 Y。 当 ?=6 时 , 溃 量 PP 就 变 为 无 穷 大 。 

冲 量 对 时 间 的 导数 到 /2 。} 起 是 作用 于 粒子 的 力 。 假定 
F 1 一 去 


粒子 的 速度 仪 仅 改 变 方 向 , 谈 是 说 ,假定 力 冬 下 于 速度 ,于 么 ， 


世 nV Tn a¥ 
OC 
若 束 度 仅 仅 改变 大 小 ,就 走 襄 ,苦力 平行 于 速度 ,那么 
Ee mY¥ oy 
别 | 古 ， (C275) 
-3) (2) 


因 之 , 力 与 加 速度 之 比 ， 在 两 神情 况 下 , 半 不 相等 。 在 第 一 种 情 帝 


— Vf es 3 
梯子 的 能 呈 ,我 们 知道 ,可 用 下 式 定义 之 : 
上 二 DY 一 工 . 
以 表示 式 (2-2) 及 C3-3) 人 代替 工 及 Dp, 则 得 


8— — 2 .., (2-6) 


由 这 一 天 示 式 可 以 看 到 ,在 相对 葵 力 学 中 ， 巷 至 当 速 庭 竺 了 于 零 时 ， 
粒子 的 能 甘 也 不 为 在。 这 个 静止 能 其， 朗 v=0 时 的 能 量 ， 千 于 
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且 = me 
在 速度 很 小 Ce/e<e1) 的 情况 下 , 将 (2-6) 式 展 为 wye 的 知 级 
数 ,我 们 得 到 


- 2 
?二 0 3 


就 是 向 , 除 静 止 能 外 ,此 式 就 是 一 个 粒子 的 动能 的 经 和 典 表 示 式 。 
从 (2-30 及 [26 我 们 得 到 一 个 自由 粒子 的 能 量 与 剂量 的 关 柔 
如 下 : 


了 ~ 
p 一 8 > (27) 


当 8 二 6 上 肝 , 往 子 的 冲 量 与 能 量 灶 宰 为 无 窍 大 ， 这 千 是 裔 ， 一 
个 粒子 ;如 果 它 的 质 此 不 为 需 , 就 不 可 能 用 光 的 速度 运动 。 然 而 在 
相对 葡 力 学 中 ,可 能 存在 这 样 一 个 粒子 , 它 的 质量 为 要， 万 以 区 的 
速度 运动 。 由 (2-7) 对 于 这 一 类 的 粒子 我 们 有 


_8 四 
P= (2—8) 


以 后 我 们 可 以 看 到 , 光 可 以 韶 为 下 这 一 类 袖 量 为 霉 的 粒子 : 
现在 我 们 米 推 导 得 到 的 所 有 关系 式 的 四 遮 形式。 按照 最 小 作 
用 草原 理 ， 


Bb 
S85 一 —mes 1 Qs = 


[i 


为 了 建立 68 的 表示 式 ， 我 们 注意 到 ds= 一 dn3， 因 此 ， 


a B 
58 一 一 me3 人 一 2 一 me 人 5 二 5 
人 三 


b 五 
dd dvs 区 $ We 全 有 加 
dw 9 
[3 
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因为 ori/q 是 四 度 速度 的 分 量 。 用 部 分 积分 法 ,我 们 得 到 


b pb p 
S89 = me § iddmt = mewdre | 一 me 人 人 一 
[3 L293 


[2 


b 
mewsdes | 一 me ( Swerwids, {2-9) 
其 中 woi= 9 是 四 度 可 速度 。 

大 家 知道 ,为 了 求 得 运动 的 方程 ,就 必须 比较 径 过 两 个 给 定 状 
态 的 不 同 的 束 道 ， 序 是 在 上 限 和 下 限 有 (aze)e= (szt7 一 0。 实 际 
的 赤道 这 时 是 由 88 一 0 这 个 条 件 来 决定 的 。 由 (2-9) 我 们 得 到 方 
程 wi=0; 这 上 就 是 自由 粒子 的 速度 恒定 性 的 四 度 形式 方 航 。 

为 了 表示 作用 进 的 安 分 为 华 标 的 身 数 ,我 们 知道," 点 必须 当 
作 是 同 定 的 ,所 以 《8%i)e 一 0。 第 二 点 应 该 当 作 是 变化 的 ， 但 是 这 
时 只 考虑 实际 的 轨道 , 即 那 些 满足 运动 睛 程 的 轨道 。 内 此 ,在 表示 
58 的 (2-9) 式 中 ,积分 项 为 零 。 代 替 《azi)b 可 以 简单 地 写 5625 因 
之 ,得 


SS 一 Meid oi, (2-107) 
分 其 为 下 的 四 度 失 最 称 为 四 庭 神 基 矢量 。 我 们 将 用 9; 来 
代表 它 。 册 (3-10 可 知 ,一 个 自由 粒子 的 四 度 冲 量 的 分 基 是 


Pi= MCse. {2-11) 
我 们 知道 ,在 力学 中 的 导数 完 ， 人 天， 人 是 一 个 粒子 的 冲 量 的 


三 个 务 县 而 导数 一 2 = 一 ic 则 是 这 个 粒子 的 能 量 。 用 四 度 
速度 的 分 量 的 表示 式 (1-40), 很 容易 证 明 ps 的 空间 分 量 实际 上 就 
是 冲 量 虽 而 时 间 分 量 则 是 哈 : 


全 
Pa Pe, P=. (2-12) 


寻 


3 3-8 能 虽 与 误 量 引 


因 之 ,在 相对 葵 力 学 中 ， 名 各 与 能 草 是 一 个 四 度 矢 量 的 分 量 . 
从 而 如 直接 得 到 ， 流 入 与 能 避 由 一 个 惯性 系统 到 另 一 个 惯性 柔 统 
的 和 波 摸 公式 。 将 四 皮 神 基 的 分 量 公式 (2-12) 代 人 国度 舌 量 的 普 融 
变 壤 公式 (六 中) 内 ,我 们 得 到 


f 
和 一 7 Py—= pi: Pe= Di, B= - 户 壬 (2—137 
Lis f 1 一 已 
注意 到 四 上 度 速 度 的 平方 品 二 一 1C1-381), 我 们 就 有 
DPI 一 mes, {2—14) 
用 表示 式 42-12) 代 替 分 量 ,我 们 得 
p+ m2e2, (292-15) 


大 家 知道 ,用 冲 量 来 才 示 的 能 其 ， 央 称 为 哈密 畏 画 数 . 铬 "。 由 
C2-152, 我 们 得 
BE 一 ecT pI+ me. C2-16) 
对 于 比 5 小 的 速度 ;种 晤 p<&mc。 由 (2-16)， 我 们 就 得 到 5" 
的 近似 式 : 


2 一 mos] 1+ 


2 
A me + 


7 
就 是 向 ,除了 肯 止 能 以 外 ,我 们 得 到 了 熟知 的 哈密 配 画 数 的 组 典 表 
示 式 。 
在 (2-14) 中 , 以 总 代替 ps 我 们 得 
(34) = C2-17) 
将 量 ( 3 二】 亚 项 写 出 , 则 得 
DSN? NN os 179 
二) +( 吉 +( 二 】 -六 ( 久 


这 不 是 相对 廊 力 学 中 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 。 


2 
) 十 zzc2 一 0。、 (2-18) 
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要 将 方程 (2-18) 过 渡 刘 柱 限 情况 下 的 经 典 力 学 方程 ， 可 用 下 
法 永 实现 。 首 先 我 们 应 豆 注 意 ， 正 如 相应 的 (2-16) 式 的 过 滤 情 况 
一 样 ， 企 相对 给 力学 中 ， 一 个 粒子 的 能 基 含 有 me? 一 项 ,而 在 经 典 
力学 中 则 无 此 项 。 因 为 作用 景 8 与 能 具有 曙 = 一 全 的 关系 ,所 以 
在 过 湾 色 烃 钼 力学 时 ， 必 须 用 新 的 作用 量 8 代 上 #8, 而 与 划 
有 下 列 关 和 柔 : 


和 =A' 一 me 


将 上 式 代入 C2-18), 则 得 
人 的 站 的 -的 和 -。 


在 "一 ce 的 极限 情况 下 ,这 个 方程 就 变 为 经 典 哈 帘 帧 - 雅 可 比方 程 


了 了 : 
1T/28 2 ,fosiN\2 fas | as 
二 (5) (0) +() 
在 茶 些 计算 中 ， 我 们 必须 进行 在 “ 祁 量 衬 间 ”里 的 积分 。 由 于 
这 个 原 压 ， 解 释 一 下 冲 量 宏 间 内 的 体积 元 88x8prdp: 在 党 偷 副 变 
换 下 的 性 质 , 是 有 用 的 。 假 车 我 位 引 用 一 个 四 度 坐 标 系 统 , 把 四 度 
部 草 的 四 个 分 量 放 在 它 的 四 个 轴 上 ,那么 , 4pxdpyips 就 可 认为 是 
图 方 穆 (2-14) 所 决定 的 超 曲 商 面 元 的 第 四 个 分 量 。 超 曲 商 铭 元 是 
一 个 四 度 矢量 , 它 的 方向 是 沿 善 超 则 而 的 法 线 方 向 ,在 现在 的 情况 
下 ,法 糖 志 向 到 然 与 四 度 天 是 2i 方向 重 台 。 由 些 可 以 糊 定 
dprd pydpre 2 
8 (2—19) 


是 一 个 不 变量 ,因为 它 是 两 个 四 度 矢量 的 相对 应 的 分 量 的 比 。 

侧 考 我 们 在 神 量 空 于 内 引用 -: 球 坐标 ”那么 体积 元 2pot&puzp。 
就 变 为 pzz2do, 其 中 em 是 并 米 着 矢 是 的 方向 的 立体 角 元 。 注 
意 到 pdp 一 .848[ 根 据 (2-15)J 我 们 便 得 


| § 2- 入 量 亏损 Ed 


TPA paédw 


因此 ,我 们 发 现 表示 式 ” 
PE8Eo (2-20) 
出 是 不 变量 。 
最 后 ,我 们 来 介 阅 四 度 力 关 量 ,定义 神 量 为 导数 
i 二 2 一 mc , C2—21) 
因为 wi 人 一 0, 所 以 四 度 力 的 分 癌 也 满 中 同样 的 恒等式 
fi = OO. (2—22) 
这 个 四 度 力 矢量 f: 的 空间 分 基 构 成 一 个 矢量 一 /一 一 =， 其 中 
: ct 1 os 
f 一 凶 是 一 个 普通 的 三 度 力 。 直 接 由 (2-22) 式 可 以 求 出 时 间 分 量 
f= fy, 
上 全 
ef [一 二 


与 助 fY 有 美 ,而 丰 则 为 力 f 在 单位 时 各 内 所 作 之 功 。 


32-4 质量 亏损 

上 节 所 讲述 的 各 公式 ， 对 于 许多 柱子 所 粗 成 的 复杂 物体 的 整 
体 运动 ;也 可 以 同样 地 应 用 。 在 这 种 情况 下 , 算 量 应 理解 为 物体 的 
总 质量 ,而 可 度 应 理解 为 整个 物体 的 运动 速度 。 

慷 我 们 考虑 一 个 (整体 ?静止 的 物体 。 这 个 物体 的 能 量 ， 我 从 
可 以 称 之 为 内 能 ， 就 简 望 地 等 于 型 cs 此 处 玫 是 物体 的 质量 。 内 
为 做 时 他 下 这 个 内 能 显然 将 永 为 正 值 ; 运动 物体 的 总 能 量 

c 


产 也 县 正 的 (为 忽 体 鉴 体 的 运动 达 度 ) 因此 ,我 个 得 到 一 
[A 
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个 结 答 ,在 机 对 葵 力 学 中， 一 个 阴 合 系 的 能 量 永 为 正 值 , 这 与 纸 典 
力学 中 的 情形 不 同 ， 在 经 融 力 学 中 ， 一 个 阿 合 系 的 能 必 可 能 赴 正 
的 ,也 可能 起 鳃 的 。 
物体 的 内 能 #5 除了 包 全 租 成 这 个 物体 的 粒子 的 稻 止 能 以 
外 ， 还 包 全 着 这 些 粒子 的 动能 以 及 它们 第 此 之 阳 的 相互 作用 能 。 
换 句 话 座 , 玫 o 不 等 于 macs, 其 中 ms 为 组 成 这 个 物体 的 粒子 的 
| 


实 最 , 因 之 % 也 就 不 等 于 》ms。 所 以 ,在 相对 论 力 学 中 , 食量 
守恒 定 蕉 不 成 闷 ; 复 杂 物 体 的 损 量 工 不 等 于 它 的 各 部 分 的 宝 节 之 
和 。， 在 相对 葵 力 学 中 ,只 有 能 量 守 恒定 律 成 立 ,而 在 能 量 当 中 也 要 
包括 粒子 的 静 山 能 。 
侦 杂 物体 的 食 最 与 共 胡 成 部 分 的 丑 量 之 和 的 差 Az= 霸 一 
一 > ws 你 为" 质量 亏损 ”Ac 这 个 量 称 为 易 体 的 “ 精 合 能 
本 


由 我 们 来 兰 罕 一 个 由 两 部 分 【它们 的 质量 为 Wi 及 好 *) 组 成 
的 物体 ,我 们 在 它 为 用 止 的 套 普 系 硫 内 来 考 罕 它 ; 假设 这 个 物体 自 
动 地 务 裂 为 两 部 分 ,其 速度 为 1 及 sg。 那么 ,按照 能 县 守恒 定律 ， 
得 到 


仅仅 当 过 > 妈 十 型 8 有 时， 朗 人 女 仅 当 视 量 亏 损 4A 下 一 古 一 下 一 邓 
为 正 时 ,上面 的 为 程 才能 满足 。 因 之 , 仅 似 当 物 体 的 质量 车 损 (对 
于 分 允 成 的 部 分 而 并 ) 为 正 时 ， 筷 二 能 自动 分 虱 。 反 之 , 假 营 袖 昔 
亏损 为 负 , 那么 , 这 个 物体 就 是 稳定 的 , 不 会 自动 分 裂 。 很 容易 证 
明 , 在 这 种 情况 下 ,要 使 分 询 洲 生 , 我 们 必须 从 外 面 供 糖 能量, 而 供 
输 的 能 量 至 少 也 要 等 于 精 合 能 ij 并 |e2， 
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曾 是 


-一 个 慷 其 为 ze 速度 汰 3 的 粒 广 同一 个 静止 的 粒子 rs 贸 同 ， 配 境 避 后 就 全 
而 汶 ~* 丁 。 和 个 全 戌 和 和 最 : 坚 速度 下 。 
艇 : 里 量 A 二， ly 会 堪 灶 子 的 能 任 攻 冲 节 ， 并 分 腊 闪 十 
顺 个 碰 捞 粒 耶 的 雍 量 之 各 点 中 医 之 :种 。 速度 果 负 下 一 pb 新 毕 我 何 得 : 


L 
hg ER 
二 nm 二 wz 十 Bt [ ， 
四 1 四 
六 ， 有 Ft 
一 pp 一 
La a nr tnay 1 2 


一 个 里 量 为 和 的 物 休 ,当前 止 时 分 狠 为 实 量 为 邮 1 芭 时 。 的 两 部 分 。 求 让 呵 
部 分 的 能 和 其 夯 1 及 看。 : 
解 : 按 腿 训 景 发 冲 其 守 汪 定律， 香 Yc 二 谨 1 寺 帮 8 居 Di 十 Pr 二 0D 二 加 二 3 名 
B83— B= 6 山上 出 琴 个 方程 ,得 


a a AE 
ae 
车 2-5. 碰撞 


我 们 现在 来 考虑 两 个 粒子 的 晶 性 三 者 ， 晴 性 兵 二 加 是 这 样 一 
种 辜 卉 ,在 侠 撞 时 , 灶 广 的 内 融和 悄 况 不 改变 ， 假 识 详 撞 前 这 二 个 粒 
子 的 能 量 和 神华 ， 在 参 消 系统 站 内容 为 Fin Bi 及 RaoBn | 司 | 周 ， 
我 们 选 撞 去 坐标 系统 的 苹 轴 消 着 了 个 粒子 的 祁 莉 之 和 Fis 十 Po 的 
太后 

为 了 研究 这 个 策 手 ， 我 们 从 参考 系 苇 天 变换 到 另 -- 个 参考 系 
统 "是 便利 的 , 秆 &' 内 ,两 个 粒子 的 福 量 的 和 为 春 。 根 据 K2-7)， 
天 ' 人 对 于 羡 的 速度 《是 寺 


名” 落 时 ， 我 个 把 酚 个 奈 擅 的 类 也 当 作 -信物 球 。 公 或 (2 33 也 可 以 直接 用 挛 司 
公式 [3 -18) 求 骨 。 根 所 [5z1331 式 , 莽 且 记 起 栖 挟 - 币 , 沪 冲 量 访 需 , 则 我 仙 春 


以 -mn 2 
2 《 肌 0 十 可 6 
人 . 
碟 oi 十 昌 0s = to Hos Poam= = 一 


下 -站 ?YY 
= st Yl 014 十 启 aa ys 
工 式 兰 用 矢量 形式 写 出, 俩 是 公式 住 38 半 加 钵 之 量 康 指 放 下" 错 蒜 中 的 禾 3。 


如 旬 二 音 ” 耕 对 齐 力 党 


v= CPio t+ Pao )e? 
10+ un 


利用 普 泪 变换 式 (2-19) 及 公式 (32-28)， 很 窑 易 算出 这 两 个 粒子 在 
KK! 中 的 能 量 及 冲 是 ; 我 们 用 81 82 pi= 一 D; 米 天 示 它 们 。 

在 侠 描 中 ， 两 个 粒子 的 总 神 昌 及 总 能 量 保持 不 变 ， 在 K' 中 ， 
pi 十 D5 一 0, 就 是 询 , 上 是 个 冲 景 大 小 相等 ,方向 相 记 ， 在 页 播 中 ， 神 
量 p{ 及 82 仅 能 旋转 ,并 保持 着 大 小 相等 ,方向 机 运 。 由 于 能 基 守 
恒定 律 ,每 个 粒子 的 冲 量 的 邦 对 值 保持 不 变 。 

现在 散 我 们 比较 镜 得 地 考虑 一 种 备 揪 ， 在 这 个 碰 揪 中， 粒子 
中 的 一 个 《第 二 个 》 在 碰撞 前 是 静止 的 (在 五 系统 中 )。 在 忌 系 
级 中 ， 这 个 在 碰撞 前 有 一 沿 着 x!' 轴 的 湾 度 了， 相应 地 ， 也 就 有 
/ ， 设 YX 为 种 基 Bi 及 Ds 在 关系 瓯 中 由 于 三 播 所 施 

了 一 02 

坏 之 角 ( 在 K' 中 之 散射 角 》。 既 然 P 的 经 对 入 径 过 个 二 后 仍 航 
不 变 ,那么 ,粒子 ms 沟 过 种 播 后 的 冲 是 的 w 分 攻 就 十 


了 


粒子 ms 在 挟 ' 系统 中 的 能 量 是 


《2-23 


BOS XY 


利用 变换 公式 (2-18) 中 的 最 后 一 及， 由 此 可 求 得 那个 最 初 静止 的 
粒子 经 过 磁 卉 后 在 系统 中 的 能 电 


上 2 一 在 插 41 


利用 下 面 形 式 的 公式 (2-23); 


_ Pu ,gio—mic: 
B10 mac B10 + Msc? 


在 亚 撒 前 pao 一 0 Bo 一 se， 消去 彰 助 过 下 我 们 谣 可 以 得 到 名 
的 最 后 的 公式 。 经 过 - - 些 彻 竺 计算， 入 


多 me 二 3 so — nt?) 
2? jn262 十 mee? 二 De sio 


上 上 式 右边 第 二 项 代表 第 … 个 粒子 在 碰 捞 过 程 中 传 即 第 二 个 粒 
子 的 能 基 。 只 要 我 们 导 起 两 个 料 子 的 总 能 荤 在 碰撞 中 是 哥 待 不 变 
的 ,我 们 就 可 以 臣 搂 与 出 第 一 个 各 于 要 过 碰 提 后 的 能 臣 表 示 式 : 


-lesx). (9-25) 


_ _ ma BY 0 — fe) ， Da 
1= B10 2 p02 mmo 2 pn (1— cos x). {2-20) 


由 于 磁 接 机 发 上 的 最 大 可 能 的 能 最 因 移 是 在 X = 了 时 。 6 的 
对 应 值 是 


, 2 bio — me) . 
1 = i190 中 一 沁 
人 zi 于 十 ms P02 m2e? + om B10” C237 
这 上 时， 党 一 个 粒 于 的 能 量 将 有 最 小 售 
Bt = 22 OT eI Ws — M0 [2-281 


人 2 十 pcs Zz “ 

在 些 ， 我 们 指出 一 些 这 些 公式 的 话 接 千 果 ,， 将 公式 (2-28) 窒 
成 下 别 的 形式 : 

高 1 下 一 WRCN 《了 1 — mg 2 

B10— re® : 


站 3 
2 2 
2 二 二 3 十 2 Psa0 


我 们 看 到 ,在 速度 基 小 ( 当 如 二 me? 十 宇 时) 的 毛 限 情况 下 ,就 得 
到 非 相对 论 力 学 中 此 知 的 畏 及 , 辑 作 溪 播 的 柱子 (第 … 个 粒 了 ) 的 最 
小 动能 同 它 的 最 初 的 动能 之 比 ， 趋 近 于 一 个 党 数据 限 人 全 下 2、 
在 本 芭 的 手 限 情 辣 下 ， 当 粒子 加 的 述 度 接近 于 cC 训 81 很 大 》， 
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这 个 比值 就 趋 近 于 老 ; Wi 1p 也 趋 近 十 一 个 常数 极限 。 这 个 权限 
是 
Gir = 至 i EG - 

假设 ”* 池 ma， 灰 即 奋 措 粒 子 的 质量 比 肯 止 粒子 的 质量 小 得 
多 。 在 这 种 情况 下 ,按照 经 典 力 学, 轻 的 榨 了 所 能 传输 重 的 粒子 的 
能 最 ， 女 低 是 它 自己 的 能 量 中 的 微不足道 的 -上 部分， 但 在 相对 论 
力学 中 ,并 莫如 此 ， 由 人 -28) 式 可 以 看 出 ,对 寺 足 够 大 的 能 量 用 wo 
所 能 转移 的 都 一 部 分 能 音 可 能 达到 它 自己 的 能 量 的 全部。 但 是 ， 
为 了 比 这 种 情形 发 生 , 信 仅 使 wa 的 速度 与 6 相近 还 不 够 ， 而 显然 
还 必须 使 


B10~ mead’, 
就 是 静 , 轻 的 粒子 的 能 量 必 须 与 重 的 粒子 的 者 止 能 相近 。 
当 mom 时 , 序 当 一 个 重 的 粒子 磁 播 一 个 轻 的 粒 了 时 ， 也 有 
炎 位 的 情况 人 存在。 在 这 种 情况 下 ,按照 轻 典 万 学 ,也 仅仅 具有 微 不 
足 道 的 一 部 分 能 量 可 能 转移 。 仅 公 从 能 全 
Bu ie 
起 ,村 移 的 能 量 才 开始 有 显著 的 信 。 我 们 也 应 项 注意 到 ,人 花 此 处 所 
要 求 的 不 仅仅 是 速度 接近 十 光速 ,而 还 费 求 能 量 比 m1c? 大 得 多 。 
最 后 ,我 们 来 推导 粒子 作 才 系 惑 中 至 过 禾 接 后 的 散 针 向 [粒子 
mz 对 其 最 志 运 动 方向 的 假 圭 角 ) 与 能 基 变 化 的 各 种 甘 系 。 为 了 这 
个 目的 ,我 们 要 注 意 ,对 于 每 个 粒子 来 部 ,我 们 都 有 下 列 的 关系 : 
f 入 如一 Ps 3T7; 一 0， (O29) 
其 中 pio 及 pe 为 粒子 在 磁 播 前 及 刍 域 后 的 四 度 冲 量 ， 而 Ui 则 是 
四 魔 速度 矢量 , 它 的 空间 分 量 在 瑟 笋 煽 中 与 速度 了 相合。 事实 上 ， 
这 个 等 式 的 左边 是 一 个 标 划 ,因由 ;只 须 证 明 这 个 关系 在 任何 一 个 
参 坝 系统 中 成 立 就 够 了 ,在 K' 系统 中 ,一 0 所 以 (pw 一 piUe= 


§ 276 磁 摊 5 


= 多 0 一 如)， 但 起 在 中， 粒 关 的 能 量 灰 过 碰 模 是 不 次 的 ， 朗 
Bo 一 和 ,这 就 址 有 明了 关系 式 (2-297. 
首先 ,我 们 把 C2-9) 式 应 用 到 原来 静止 的 粒子 ms 上 。 设 各 是 
这 个 粒子 在 所 系统 中 的 向 射 角 。 这 了 肘 ， 将 矢量 29 名 ,Pp 久 ”Ui 在 二 
系统 中 的 分 量 的 值 代 人 大， 得 到 
Br — tz’ —= V py os Os, 


或 将 C2-24) 式 中 芍 了 代入 得 到 


2 四 2 、 
cog 各。 一 Co 二 ac 人 Wat 2 . (2-30) 
同 理 , 将 (2-29) 式 应 用 到 作 碰 撞 的 粒子 ,得 到 
Guo— = FC po P15 th), (2-31) 
将 了 的 表示 式 代 人 此 式 , 得 到 
6 全 E10t mt )—@ 一 Co 一 yd 
01 Div Dc? C2 321 


公式 (2-30) 及 (2-32) 解 决 了 我 们 提出 的 问题 。 我 们 注意 到 ， 
自如 ma>wms 那 就 是 作 磁 模 的 粒子 重 于 静止 的 粒子 ,都 么 ,散射 角 
就 不 可 能 超过 某 一 个 最 大 值 。 纸 过 一 些 初等 的 计算 ,很 容易 得 到 
这 个 最 大 了 的 公式 如 下 ; , 
Sin 站 1 和 大 一 me 

这 与 经 惧 力学 的 精 果 完 全 一 样 @。 

假如 碰 手 粒子 的 锅 量 为 零 , 因 而 其 速度 为 光速 ,公式 (2-30) 及 
C2-32) 就 第 化 了 。 训 mu= 0，pn= 全，pi= 笃 ， 我 们 得 到 : 


C08 及 一 B10 二 oo- gues {2-83) 
008 6, = Ste bee, (2-34) 


路 例如 ,参看 木 救 程 第 一 管 “ 力 学 ”,§ 17。 
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8 2-6, 站 量 给 
大 家 知道 ,经 典 力学 导致 这 样 一 个 辕 果 , 那 就 是 在 一 个 丸 合 系 
中 ,除了 能 量 守 恒 及 冲 量 守恒 以 外 ,还 有 入 量 扎 守恒 * 即 矢量 
M= Fxh 
守恒 ,其 中 ?及 了 为 各 粒子 的 矢 径 及 剖 量 ; 求 和 巧 对 粗 成 这 个 体系 
的 所 有 粒子 进行 。 冲 量 托 守恒 定律 是 证 面 这 个 事实 的 车 果 : 由 于 
室 关 的 各 向 同性 ， 一 个 于 全 系 的 拉 格 斯 日 画 数 ， 在 整个 体 柔 旋转 
时 ,并 不 改变 。 
在 四 度 空间 内 轰 过 类 似 的 推导 ， 我 们 就 会 得 到 冲 基 第 和 拘 相 对 
葵 的 表示 式 。 维 sr 为 体系 中 某 一 粒子 的 坐标 。 我 们 在 四 度 空间 
内 第 一 个 无 穷 小 的 旋转 ， 则 每 一 个 粒子 的 坐标 *， 经 受 一 线性 变 
换 


EM : {2-865) 
变 为 w1, 其 中 50w 是 决定 旋转 的 一 个 无 软 小 的 四 度 张 量 。 轻 过 旋 
等, 矢 径 的 长 度 z? 应 当 保 持 不 变 ， 即 只 一 w13。 将 (2-35) 代 大 本 
式 ， 略 去 为 高 防 无 穿 小 的 5Qw 的 二 次 项 ; 则 得 
vip dir = 0. 
这 个 方程 必须 对 于 任意 的 *: 都 能 满足 。 因 为 wmr 是 一 个 对 
称 张 量 ， 所 以 50 必然 是 一 个 反对 称 张 匡 ( 一 个 对 称 张 量 与 一 个 
反对 称 张 量 的 磁 积 显然 恒 等 于 寺 )。 因 之 :我们 得 到 
Qi = — Othen, (2—36) 
对 于 坐标 的 无 穷 小 的 变化 , 作用 量 恒 之 挛 分 65 依 C2-9) 式 有 
B= pidwe 
(这 里 是 对 体系 中 所有 的 粒子 求 和 )。 在 我 们 现在 所 考 眶 的 施 煌 情 
读 下 ，8axt 一 Bab 战 


& 9-6 溃 基 征 
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假如 我 们 将 号 量 五 psxs 分 解 为 对 称 与 肥 对 称 两 部 分 ， 那 仑 ， 
第 一 部 分 与 反对 称 张 量 50w 的 乘积 , 恒 等 于 零 。 所 以 ， 内 取 王 War 


的 反对 称 部 分 ,我 们 可 将 . 芋 式 写成 下 六 的 形式 : 


B88— sa 本 > [Bag 一 zzb 。 


(2-37) 


出 于 空 闻 与 时 尖 的 各 向 间 性 ， 闭合 骤 的 拉 格 设 日 画 数 不 因 在 
四 度 空间 中 旋转 而 改变 ， 就 是 襄 ， 这 个 旋转 参数 68s 是 循环 从 
杯 ， 因 此 ， 与 之 相应 的 广义 神 量 是 守恒 的 。 这 些 广 义 的 训 量 不 是 


8Qae 由 (2-37), 我 们 得 到 
B= 部 > (CPiw — Dum), 
因而 ,我 们 看 出 ,对 于 一 个 内 合 系 来 汶 , 张 量 
Mi = FC pe — ops) 
是 守恒 的 ， 这 个 反对 称 张 最 称 为 国度 部 量 失 小 量 。 


很 雁 品 证 明 , 这 个 张 量 的 空间 分 晤 (%, = 1,3,3) 是 


的 钟 世 上 抱 天 量 的 三 个 分 共 : 
“ 孤 一 荆 PXD， 
Mos= — Ms My, Moy= — My Mo,, 
Ms= — Mey= M,, 
至 于 分 量 型 -fa 一 Li 9,3), 孝 么 很 容易 证 明 ， 


Hs=i (2 一 学) 


因而 ,这 三 个 分 医 构 成 一 个 矢量 i (tp- 安 ). 


上 人 


六 为 闭合 系 的 站 i 是 守 屋 的 ,所 以 我 们 有 ,例如 


Se- 多 -3 


《2-38 ) 


三 虐 空 间 


(2-39) 


(2-40) 


另 一 浪 面 ; 鲜 然 总 能 直下 志 起 守恒 的 ,这 个 竺 式 就 可 以 写成 下 面 
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的 形式 : 


常数 . 《2-417 


《2 一 427 


这 个 点 将 以 速度 


Vv- >P (249) 


作 等 速 运 动 ,这 个 速度 就 是 这 个 体系 整体 运动 的 速度 ， 我 们 知道 ， 
这 个 点 就 是 惯性 中 心 ; 公式 C2-43) 决 定 相 对 葡 中 的 悍 性 中 心 的 化 
标 。 但 是 ; 忆 蒂 注意 ,既然 由 公式 (3-42) 所 决定 的 电 的 分 昔 并 非 征 
何 四 度 矢量 的 分 量 , 所 以 当 变 换 到 男 ~- 参 党 又 旨 时 ,异性 中 心 的 坐 
标 半 不 按照 洛 偷 兹 变换 而 变换 。 假 如 所 有 粒子 的 述 度 都 比 ¢ 小 得 
多 ， 那么 我 们 可 以 近似 地 议 外 = rc?， 而 (2- 旨 ) 旧 过 渡 到 惯性 中 
心 的 一 般 的 表示 式 。 


在 大 考 砂 六 天 中, 料 下 伟 东 作为 - -个 备 林 的 过 动 速 度 是 Fi 沿 着 王朝 的 方 击 ), 客 
的 溃 星 短 对 十 选 算 体 圣 导 福 中 心 的 举 标 原点 而 党 ) 为 于 。 求 让 起 。 系 硫 中 的 证 晶 绑 
其 0, 闵 下 0 肝 芒 记 , 迷 于 信和 蒜 作为 一 个 整体 星 静 止 药 。 

解 : 张 基 分 基 的 蛮 和 殴 ,， 毅 夭 是 的 相应 分 量 忆 琵 积 的 变 父 “ 料 。 巴 然 恢 有 昭 浓 偷 冀 变 
换 [1363 四 度 泉 量 的 y 与 分量 是 不 亚 的 ， 所 以 分 其 过 zy 及 分 基 谋 x( 冲 星 嫩 时 遇 
的 分 基 ) 所 作 的 变 槐 诊 由 座 矢 量 的 z 分量 -… 样 , 而 分 量 站 ys 就 完全 不 证。 为 了 述 行 
申 上 上 系 耗 到 上。 和 采 业 的 变换 ， 我 全 应 层 让 意 和 到， 在 下 条纹 中 ， Jr 一 和 4 一 (实际 上 ， 
因为 我 悄 选 择 慨 性 中 心 作为 出 标 原 点 ， 所 以 忆 明 3 一 卫 委 3 一 站; 因为 速度 六 是 沿 著 三 郝 ， 
所 具 王 pg 一生 Ps 一 0 


种 过 变换 , 灶 果 我 们 得 到 
Mus= Nz, Mu = - Mo .= Ms 
i- 1 
对 于 圳 县 失 前 逢 对 信 ， 我 们 在 


上 


M+ Mz 
M0 二 5 十- vs » 


了 至 
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83-1. 扬 的 四 谋 势 

粒子 与 粒子 间 的 相互 作用 ， 可 以 利用 力 场 的 报 念 来 指 壕 。 就 
是 ,我 们 不 说 一 个 粒子 作用 于 另 一 个 粒子 ,而 鹃 粒子 在 它 自己 周 图 
建立 起 场 ; 在 这 个 场 内 的 任何 其 他 粒子 都 受 一 定 的 力作 几 。 在 经 
典 力学 中 ， 畜 仅仅 起 措 壕 粒子 的 相互 作用 这 : -物理 时 象 的 一 种 方 
法 。 在 相对 散 中 , 因为 相互 作用 是 以 有 限 速度 你 播 的 ,情况 就 根本 
改变 了 。 在 某 一 个 瞬间 ， 作 用 在 一 个 粒子 上 的 力 赵 不 出 这 个 粒子 
在 该 蜂 半 的 位 证 所 决定 。 粒 子 中 的 一 个 改变 了 位 置 ,仅仅 经 过 某 
一 段 时 间 以 后 方 能 影响 到 别 的 粒子 。 这 航 是 前 ， 增 本 身 具 有 物理 
的 芮 实 性 。 我 们 不 可 以 说 ,彼此 关 丰 惠 离 的 粒子 浊 接 地 相 五 作用 ， 
在 每 一 骨 间 的 相互 作用 仅 能 发 生 在 空间 中 的 紧密 相 邻 的 各 点 岩 
(接触 作用 )。 所 以 ,我 们 应 详 说 , 一 个 粒子 同 声 相互 作用 , 说 场 与 
另 -- 个 粒子 相互 作用 。 

我 介 将 研究 两 种 形态 的 场 : 引力 场 与 电 了 磁场 。 关 于 引力 场 ， 
我 们 窗 到 第 十 章 及 第 十 一 章 再 研究 ,在 其 余 各 章 内 ,我们 只 言论 和 
磁场 。 

一 个 葵 定 的 电磁 声 同 基 一 个 粒子 的 相互 作用 被 措 述 贰 粒子 特 
征 的 一 个 量 所 决定 。 这 个 量 称 为 粒子 的 电荷 。 场 与 粒子 的 相互 作 
用 是 与 粒子 的 电荷 成 比 的 。 电 荷 可 能 为 正 ， 也 可 能 为 负 。 值 得 注 
意 的 是 , 它 也 可 能 为 雳 ， 在 片 一 情况 下 , 我 们 洲 粒 子 不 带电 ， 以 区 
别 于 带电 粒子 。 应 芯 注 意 ， 到 用 前 为 由 我 们 还 泌 有 任何 公式 联系 

(ry 
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着 电 华 同 已 轻 知 道 的 量 , 所 以 我 们 可 以 任意 选择 电 货 的 回 位 。 
在 2-2 中 ,我们 已 继 知 道 了 , 一 个 自 韦 粒子 的 作 几 量 3= 


= 一 me ds。 假 各 带电 粒子 (以 后 我 们 简称 为 电光 ) 位 于 场 办 , 则 


我 们 必须 人 在 这 个 处 分 项 上 加 一 个 补充 项 ， 用 米 描述 场 与 这 个 粒子 
的 相互 作用 。 这 一 项 必须 包谷 过 愉 了 竺 征 的 一 些 基 【 特 田 是 它 
的 电荷 人 以 及 描述 场 的 特征 的 一 些 盖 。 这 一 硕 有 各 下 的 形式 : 


-© f adiei. 
[a 
多 


在 这 里 , 汐 了 便利 起 网 ,我 个 引进 了 光速 在 积分 装 的 前 面 
我 们 不 能 号 出 任何 共 他 常数 ， 因 为 电 葡 的 电位 还 没有 选 定 。 下 度 
矢量 4 描述 电磁 场 的 特征 ; 它 的 分 量 一 般 来 说 佬 是 坐标 及 守 间 的 
图 数 。 矢 芒 4 称 为 启 的 四 庶 势 。 因 之 ,电磁 场 中 电荷 的 作用 重 醒 
数 将 有 如 下 的 形式 : 


6 
二 § (~—mast ddm ). (3—1) 
应 该 注意 ， 当 电 奏 。 的 哩 位 可 以 任意 选择 时 ，4 的 香 位 也 十 任意 
的 。 
的 三 个 空间 分 吕 构 成 一 个 三 度 空间 矢量 友 ， 认为 场 的 矢 势 ， 
四 度 天 量 4; 的 时 间 分 量 是 刹 数 ， 和 有 4 二 i9 的 形式 。 实 量 称 
为 塌 的 舌 势 。 央 此 ， 
.as 全 一 人 dz A =iy, (3-2) 
所 以 作用 量 积分 可 以 至 为 下 式 : 


6 
局 一 《 (~medst EA “dr opdt). 
六 


§ Sl 磺 的 隔 度 势 


其 次 ， 名 一 V, 其 路 六 是 粒子 的 进度 。 所 以 ,作用 量 将 有 如 下 
的 形式 : 


人 mop 1 1 一 与 十 一 A, VY— ep jot. (8-3) 


这 个 被 积分 醒 数 不 是 别 的 ， 就 是 一 -不 电 从 在 电磁 场 中 的 径 格 期 日 
图 数 ; 


五 一 一 nc] 一 + A, VY -ap. C3-4) 
这 个 西数 与 一 个 自由 粒子 的 拉 格 朗 日 两 数 (2-2) 相差 之 项 是 
二 A。Y 一 eg, 这 就 是 措 述 电荷 与 场 的 相互 作用 的 一 项 。 
导数 3 是 粒子 的 广义 冲 量 ; 我 们 用 P 来 代表 它 。 人 微分 可 得 
P= tt -和 一 闻 十 二 2 (2-5) 
1~ 握 
这 里 我 们 用 了 代表 这 个 粒子 的 普通 冲 最, 以 后 我 们 简称 之 为 冲 量 。 
由 拉 格 朗 昌 画 数 ,按照 熟知 的 普 坎 公式 


6 一 Y。 EL, 


我 们 可 以 求 出 一 个 粒子 企 场 内 的 哈密 顿 两 数 。 
将 C3-4) 代 人 ;我们 得 到 
= 


(8-6. 


六 


， 但 旺 , 哈 帘 顿 丁 数 不 应 该 用 速度 米 表 示 , 而 应 琶 用 粒子 的 广义 促 量 


来 表示 。 将 2 ep 平方 , 肖 与 由 (8-5) 来 得 的 (P 一 也 A】 比较 ， 
我 们 得 到 关系 式 


”pe 总 2 . 
(关子 =mer+ (P -SA) ， (3-7) 


[a 
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成 背 = Fe 人 P 一 二 } +egp. (93-8) 
针 下 小 的 速度 ,好 是 说 在 如 上 典 力 学 中 , 控 可 期 日 内 数 (3-4) 化 为 
La Te | SAV ow. {9-09) 
号 国 


在 这 种 近似 情况 下 ，p= myY=P 一 二 A， 井 且 我 们 可 求 得 哈密 顿 丁 
数 的 下 面 的 表示 式 : 


-st{? 一 - 4) 十 * 铭 ， 《3-10) 
最 后 ,我 们 sp 各 了 的 哈 管 蜗 雅 科举 廊 程 、 在 哈 
灾 赎 丽 数 中 ,用 沽 代 修 P， 3 代 瞪 避 ， 融 可 得 到 这 个 方程 。 


闪 此 ,由 (3-7); 我们 得 到 
(vs- 2A) 一 (+t) + m2e2 = 0, C3-11) 


$3-2. 场 中 一 个 电荷 的 运动 方程 

你 村 境内 的 电 共 不 只 受到 场 的 作用 力 ， 而 且 也 反 过 来 对 场 起 
作用 ; 改 灾 场 ， 所以; 严 榈 昌 襄 ,一 个 艇 加 本 外 场 中 的 粒子 , 它 所 受 
的 作用 ,是 已 楼 窒 它 改 灾 了 的 场 的 作用 。 但 是, 假如 电 珍 。 不 大 , 电 
位 对 丁 场 的 作用 ,就 超声 因 电 背负 起 的 灾 化 ,也 就 可 以 用 去 不 旭 。 
在 这 种 情况 下 ， 当 我 候 考 虚 电 桨 在 一 熔 定 的 寺内 运动 时 ，, 我 们 可 
以 假 识 场 本 身 与 电荷 的 坐标 或 速 虚 光 关 。 要 能 够 把 电 检 认为 是 在 
F 壕 意义 上 的 小 ， 亿 所 应 该 满足 的 准确 的 条 件 将 在 以 后 庄 述 ( 史 
委 9-9 ) 以下 载 何 候 避 这 不 条 件 已 被 汪 中 妃 - 

我 们 及 在 要 找 出 一 个 电荷 在 一 个 已 知 的 电磁 场 内 的 运动 方 
程 。 变 分 作用 芋 积 分 ,我 们 不 能 得 到 这 个 方程 。 因 而 , 适 动 方程 就 
是 普通 的 拉 格 朗 日 方程 


aL a 
条 ( 完 )- 死 ， (3-12) 


4 3 名 所 吊 一 个 甩 衔 的 运动 瞩 程 FB] 


其 中 工 自 公 式 (3-4) 确 定 ， 
导数 9L/9Y 是 粒子 的 多 证 是 (3-5)。 其 次 ,我 们 可 瑟 出 


aL 
AF 


但 是 出 纪 知 的 矢量 分 析 的 会 式 可 得 
grad(ah}—{(aArv b+ Dv at+bx rotalax retb， 
其 中 上 扩 b 是 两 个 任意 和 拓 夺 、， 应 用 这 个 公式 天 坊 ¥, 各 住 ， 对 


微分 时 ，Y 是 常数 ,四 尾 , 则 我 们 求 得 


LV. VI A+ EV Xrot A—egrad yg. 


因此 , 拉 格 郎 日 方程 具有 入 1 下 的 形式 ; 
2{z $A) te + VxrotA—egrad 用。 


一 一 = 一 。 Bad A.V—egrad gy, 


At 
但 是 信 微 分 和 和 包 合 两 部 分 : 舌 执 在 空间 的 某 -- 烙 定 吉 网 有 时间 
as 从 和 er 段 焉 贷 @ 至 


一 点 所 发生 的 变化 。 从 矢量 分 怕 知 道 ， 第 二 部 分 是 (drvs)A。 
因此 导 区 ft 可以 写成 愉 扫 开 芭 


da = 
= 十 Vwia. 
交 此 式 代 久 前 的 方程 ,我们 得 到 
畦 = 一 2 grad PD 十 Vx rot 4, (9-18) 


这 就 是 一 个 粒 了 证 电 磁场 内 的 运动 方程 。 任 等 号 左边 的 是 粒 
子 的 祁 旱 对 时 间 的 微分 。 所 以 在 C3-13) 的 右边 的 式 了 就 是 作用 二 
任 电 磁 才 办 的 粒子 鞋 的 力 。 我 个 看 出 ， 这 个 力 包含 下 部分。 第 一 
部 分 LC3~13) 式 右边 的 第 一 ， 第 二 两 项 ] 与 鞭子 的 速度 无 关 。 第 二 
部 分 (第 三 项 ) 与 速 庆 有 关 ， 它 与 速度 成 正比 ,而 插 重 度 于 速度 ， 

作用 于 盟 位 电 茶 上 的 第 一 种 类 型 的 力 , 称 为 电 声 强度 ; 我 们 用 
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8 来 代表 它 。 于 十 ; 按 十 义 ， 
E=_ 工 34 
全 ot 
作用 于 电位 电 从 上 的 第 二 种 类 型 的 力 中 , 志 度 的 国 子 , 严 格 静 
来 是 Ye 的 因子 ,， 称 为 磁场 强度 。 我 们 再 了 求 代 吉它 。 于 是 ， 控 
定 浆 ， 


-一 区 rad 外。 (3-14) 


H= rot A. | (23-15) 
息 如 在 一 电磁 场 中 ,E 直 0, 亿 是 =0, 我 们 就 识 它 是 电场 ; 假如 
=0, 但 HF0， 我 们 就 规 它 是 辜 志 ， 在 一 般 人 情况 下 ， 电 磁 财 是 电 


场 与 磁 声 的 登 加 。 
一 个 电荷 在 电磁 场 中 的 运动 方程 现在 可 以 写成 
堆 = 吧 + YxH (3-16) 


等 导 右 边 的 式 子 称 为 洛 偷 意 力 。 其 第 一 部 分 《电场 作 用 于 电荷 上 
的 力 ) 与 电 沿 速度 开关 ， 并 沿 着 了 的 方向 。 第 二 部 分 ( 碰 场 作用 于 
电荷 上 的 力 ) 与 电 冰 的 速度 成 正比 ,而 其 方向 刚 饰 重 直 于 速度 双重 
庶 于 磁场 
对 于 比较 光速 小 很 多 的 速度 ， 冲 晶 昌 近似 地 等 十 它 的 经 典 表 
示 式 mV 因而 运动 方 穆 (3-16] 归 为 
7 A eE 十 二 Y xH, (3-17) 
这 样 一 来 ,我 们 可 以 训 为 场 内 运动 的 粒子 遵从 释 典 力学 (就 是 谣 它 
的 动能 为 ww /2, 神 量 为 mV》。 
下 面 我 们 述 要 导出 傅 定 粒子 的 动能 随时 间 的 变化 的 方程 ， 即 
确定 下 面 导数 的 方程 ， 
2Eom df 22 
dt ( | 


C2 


很 容易 证 实 ， dfran = Vdp, 
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公有 na ap 。 
因而 a Y dt 
将 (3-16) 式 中 的 8D/ 在 代入, 得 到 
Shan = eB.V. (9-18) 


“注意 ,CVYxH)V=iVx VD.H.0)。 

动能 随 册 关 的 变化 就 是 寺 人 在 骨 位 时 间 内 对 粒子 所 作 的 功 。 从 
“3-18) 可 以 看 出 ,这 个 功 等 丁 速 度 与 力 的 鳞 积 ,这 个 力 就 是 电场 作 
用 于 电 耕 上 的 方 ， 场 在 天 天 宪 内 所 作 的 功 ， 即 在 电荷 移动 中 距 
离 时 所 作 的 功 ,显然 等 本 (Ed 红 ， 

我 们 强 证 这 个 事实 即 对 电 苟 作 曙 的 仪 仅 臣 电 场 ; 磁场 不 能 对 
在 其 中 运动 的 电 依 作 功 。 这 是 因为 碰 场 对 电荷 的 作用 力 永 与 电 奉 
的 速度 得 起 。 


丰 硬 


用 粒子 的 速 席 发 电 碟 强度 和 磁 塌 温度 来 表示 害 的 加 速度 。 
几 : 将 号 二 多 ne 代入 C8 一 160, 孝 按 C3~18) 表 示 den GE 精 果 我 个 求 得 


Y= 1s E+ LYxH- VY-E)). 
33 时间 的 各 向 同性 

为 学 所 程 相 对 于 时 间 变 学 或 相关 于 将 米 与 过 去 对 炙 来 谣 是 不 
变 的 。 换 名 闫 表 ， 认 力学 中 两 个 时 间 方 向 是 等 价 的 ， 即 时 间 是 各 
向 同性 的 。 这 夏 意 昧 着 ,假如 某 一 种 运动 能 按 腿 力学 为 程 进 行 ,于 
么 ;相反 的 运动 也 是 可 能 的 ,在 这 个 相反 的 运动 中 ， 力 学 体 杀 弥 过 
同样 的 状态 ,但 是 次 序 相 到 。 
很 容易 石 出 ， 在 柑 对 戎 中 的 时 一 场 内 这 也 是 成 立 的 。 和 但 是 在 
这 种 情况 下 ， 除 了 将 时 间 诗 变 为 下 外 ， 我 们 述 必须 变 磁 场 的 答 
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号 。 事 实 上 ,很 容易 看 咱 , 假如 我 仙 作 下 列 代 换 : 
tf-y 一 志 EyE,H-> —H, (2—19) 
运动 方程 (3-16) 是 不 变 的 。 
按照 (3-14) 及 (8-25), 这 霸 不 改变 标 妨 ,但 戈 矢 势 变 了 号 : 
多 -> 儿 ， 下 一 一直 ， (3-20) 
因此 ,假如 某 种 运动 在 电磁 场 中 是 可 能 的 , 那么， 相反 的 运动 
在 有 与 五 相反 之 方向 的 电 倍 志 中 也 是 过 能 的 。 


34， 规范 不 变性 

现在 性 我 们 来 研究 , 唯 - 地 确定 场 的 势 可 到 什么 程度 ， 首 先 ， 
我 们 应 藤 注意 这 个 事实 ， 就 症 电 的 特征 是 它 对 在 场 内 的 电 痊 的 运 
动 所 产生 的 影响 ， 世 不 在 运动 刀 黎 53-167 内 我 们 井 林 发 现势 ,而 
只 响 映 有 场 强 了 及 再 ， 所 以 两 个 场 如 果 避 相 同 两 个 冬 量 卫 及 于 
来 元 述 其 特征 ,那么 ,这 呐 个 场 在 物理 学 上 是 全 同 的 。 

假如 输 定 了 势 盘 及 9L 那么 , 势 根 据 (3-14) 及 (3-15), 及 HH 
就 由 它们 完全 叭 一 地 确定。 但 是 同一 个 增 可 以 愉 应 于 不 同 的 
势 。 为 了 证 明 这 件 事 , 厂 我 们 将 这 个 屋 3f /9zx 加 到 势 的 每 一 个 分 
量 上 ;其 中 了 是 坐标 与 时 间 的 任意 贡 数 。 因 此 ,4 灾 为 


+ of 
经 过 这 样 的 改变 ,在 作用 量 积 分 (3-1) 中 将 出 现 附加 项 
e of _e 
6 Bo 


但 是 ,将 一 个 全 微分 加 在 作用 苦 积 分 的 被 积分 茵 数 内 ,运动 方程 并 
不 受 影响 ,中 


十” 对 划 -* 个 夯 数 的 全 和 伏 分 积分 后 ， 显 琢 得 利 的 是 酮 数 在 两 个 积分 限 之 值 的 莱 ， 
这 个 区 玫 是 一 个 常数 。 对 称 分 取 窒 分 时 ,这 个 站 数 请 拓 。 
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假如 我 们 引入 标 势 及 舌 势 米 代 蔡 四 度 势 ,而 且 用 x, 9,*;+ 来 代 
替 4 那么 (3-21) 中 的 四 个 方程 就 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


A'=A+Bgrad f, ¥'= 9 一 荆 2 《3-22 


很 容易 证 实 , 当 用 和 内 (3-22) 式 所 定义 的 和 肥 代替 外 及 多 
时 ,由 C3-14) 及 (3-15) 所 定义 的 电场 及 典 场 实际 上 并 不 改变 。 因 
此 , 势 的 变换 (3-39) 并 不 改 变 场 。 所 以 势 着 没有 被 上 唯 一 地 确定 , 确 
定 矢 势 仅仅 准确 到 个 任 音 画 数 的 梯度 ， 而 确定 标 兢 仅仅 准确 到 
同一 个 任意 茵 数 的 时 间 导 数 。 

证 然 如 此 ,我 们 显然 可 以 加 一 个 任意 的 常 矢 证 到 拓 势 上 ,加 一 
个 任意 常数 到 标 势 上 。 这 也 可 盟 接 由 这 个 事实 看 出 来 ,E 及 H 仅 仅 包 
舍 站 及 部 的 导数 ,所 以 加 些 常量 到 在 及 上, 韩 不 影响 场 的 强度 。 

”仅仅 那些 对 于 势 变换 (3-22) 为 不 变 的 量 寺 有 物理 义 意 ; 就 特 
殊 情 形 首 之 ， 所 有 方程 在 这 个 变换 下 必须 是 不 次 的 。 这 种 不 变性 
称 汶 规范 未 变性 2X( 德 六 为 Eichinvarianz, 医 交 注 auge invarian- 
Ca ， 

因为 势 缺 乏 惟 一 性 ,我 们 就 有 可 能 去 选择 它们 ,使 它们 满足 我 
个 所 选择 的 附加 条 件 5 势 之 问 的 关系 )， 我 们 强 普 指出 ， 能 够 使 它 
四 满足 一 个 条 件 ， 因 为 我 侧 可 以 任意 选择 (3-22) 中 的 因数 了 就 
特殊 情形 首 之 ,我 们 总 能 这 样 来 选择 这 些 瘤 ,使 标 势 为 零 。 假 如 和 撩 
势 不 是 专 , 懂 么 ,一 般 来 瑶 ， 我们 不 可 能 供 它 为 需 , 因 为 起 =0 的 这 
个 条 件 代 表 三 个 附 碳 条 件 ( 即 瑟 的 三 个 分 量 的 条 件 》。 


3-5. 恒定 电磁 场 
所 性 恒定 电磁 声 航 是 一 个 与 上 时间 无 关 的 电磁 场 。 显 然 ， 恒 定 


钙 ” 汞 企 名 宰 ( 擂 鹏 文 名 字 TipargeTaas HEHEApEASTHOCTE 一 -- 遂 者 ) 是 B.A. 区 区 
取 的 。 
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岂 磁 场 的 势 可 以 这 样 选 摊 , 使 它们 仅仅 是 坐标 的 菌 数 ,而 不 是 时 间 
的 档 数 。 已 定 磁场 ， 按 照 (3-15)， 仍 站 等 二 H= rot 和 4。 按照 3- 
14); 恒 定 电场 符 于 


Empgrad o， (9—28) 
因此 ,一 个 杠 定 电场 仅 为 标 执 所 决定 ,而 一 个 恒定 磋 场 仅 为 和 撩 热 所 
决定 。 

我 们 在 前 一 节 中 已 经 知道 ， 各 种 势 井 未 被 唯一 地 确定 。 但 是 
很 容易 相信 ;假如 我 合用 各 种 势 求 播 述 恒定 电磁 场 ,而 且 这 些 势 双 
与 时 间 无 闫 ,那么 ,我 们 可 以 在 标 热 上 加 一 个 生意 常数 ， 而 不 改变 
场 ,这 个 任意 常数 斌 不 能 与 坐标 有 关 , 也 不 能 与 时 间 有 关 。 通 常 要 
和 输 加 上 一 个 附加 条 件 ， 要 ?在 空 半 内 某 一 个 特定 点 有 一 个 一 定 的 
值 ; 常常 规定 8 中 在 无 穷 远 处 的 值 为 雳 。 这 时 ,上 而 所 陆 的 任意 党 
数 就 被 确定 了 ,因而 恒定 场 的 标 热 出 就 被 唯一 地 确定 了 。 

有 反之 ;即使 对 于 恒定 电磁 场 ， 矢 热 也 达 是 没有 被 唯一 地 确定 ; 
就 是 襄 , 我 们 可 以 把 坐标 的 一 个 任意 两 数 的 梯度 加 到 矢 热 上 。 

现在 我 们 机 确定 一 个 电荷 在 恒定 电磁 场 由 的 能 量 。 斌 然 场 是 
恒定 的 ,那么 ,电荷 的 拉 格 朗 日 洒 数 也 就 不 是 时 间 的 显 丁 数 。 如 我 
个 所 知道 的 , 存 这 种 情 疯 下 ,能 量 是 守 全 的， 人 而 且 与 哈 害 顿 画 数 相 
合 。 


按照 (3-62; 我 们 得 到 


tio? 
$= ,te {3-24) 
/i 和 C2 


因 之 ， 由 于 场 的 存在 ,粒子 的 能 时 加 上 了 一 项 ep, 后 老 束 是 电荷 
在 场 内 的 热能。 我 们 应 该 注意 一 个 重要 的 事实 ， 能量 仅 与 标 热 有 
关 , 而 与 矢 势 无 关 。 由 于 公式 开 一 rot 和 及 (3-23)， 这 就 意味 普 磁 
场 不 影响 电荷 的 能 量 。 只 有 电场 子 疏 变 粒 了 的 能 量 。 这 是 同 在 
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§ 3- 末尾 已 经 提 过 二 的 那 件 事 实 有 关系 的 , 即 磁场 与 电 声 不同， 对 
电荷 不 作 功 - 
假如 场 强 在 空 半 所 有 点 上 都 是 一 样 ， 于 么 这 样 的 场 称 汶 均 印 
场 。 小 我 们 用 场 强 证 来 表示 一 个 网 匀 囊 境 的 标 势 。 很 容易 斌 其 ， 
对 填 一 个 均匀 场 来 襄 ， 
p= ~—Er, 《3-25 
因为 也是 常量 ,所 以 一 grad pg 一 grad(EsT)={E.w)t+Exrotr=E 
《应 放 起 rot ?了 二 0).、 
我 们 现在 几 场 蝇 且 来 表示 一 个 均 句 磁场 的 笑 扒 。 很 容易 计 
明 , 矢 势 起 可 以 于 成 下 式 : 
A= SHXxr. C8-26) 
事实 上 ,我们 注意 到 下 = 常数 ,利用 矢量 分 析 中 熟知 的 公式 可 
得 到 
Tot CHxr)—H div PF-(H.v r= ?2H 
“注意 ,div P=3)。 
例如 ,对 均 义 磁场 的 矢 势 可 以 作 另 外 的 选择 , 俩 如 选择 成 直列 
的 形式 : 
Ar=— Hy, 4dy=4:=0 (3-27) 
(选择 名 轴 沿 着 匡 的 方向 )。 很 容易 证 明 ， 这 样 选择 了 ,我们 就 
有 H=rot A 


曾 是 
在 相对 脸 力 学 中 , 窟 出 怕 定 电磁 交 内 百子 孝道 的 变 分 原理 ( 朗 莫 培 督 原理 }。 
所 :在 为 学 中 已 村 知道， 划 境 叔 原 更 可 吉 选 如 下 ， 假 如 -个 粒子 的 能 基 是 守恒 的 
《在 一 个 但 定 口内 生动 ), 那 么 , 官 的 喜 道 可 从 下 商 的 变 人 方程 狗 定 : 
5 了 Prar=0, 
潜 中 卫 是 粒子 的 广义 串 量 , 蓄 个 广义 串 二 又 可 入 用 能 区 及 淮 标 的 微分 来 表示 ， 至 二 
积分 就 应 踊 启 粒子 的 执 道 进行 。 将 P= 十 二 盘 化 天， 注意 了 与 ap 同方 向 ,我 们 就 
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8 f pal+ Ardr)=0, 


其 中 中 二 V GFi 县 强 元 。 从 p97 十 m6: 一 (2 之 ?来 定 我 们 最 后 得 到 


RE AES 2 ) mer di ¢ Ardrl=0. 


得 着 


$3-f, 在 恒定 均 你 电 声 中 的 运动 
现在 我 们 研究 … 个 电 桨 在 一 个 均匀 的 恒定 电场 了 中 的 运 
动 。 我 合 取 电 声 的 方向 作为 支 轴 。 慨 如 初速 〔 当 {=0 时 的 速度 》 
起 Vo, 那么 ,电荷 将 永远 在 通过 刁 与 We 的 平面 内 运动 。 我 们 取 这 
个 平面 为 路 平面 。 这 时 ,运动 方程 (3-16)， 即 
了 = 人. 
(Pp 土 面 的 一 点 表示 对 时 间 圭 的 微分 六 将 取 下 面 的 形式 


好 Da dpy 
ot 一 已 -at 


因而 Pr=eBi, py= po. (8-28) 
我 们 把 时 间 的 计算 起 点 《 朗 上 =0 的 时 刻 ) 选 择 在 和 = 的 上 
疝 , 粒 子 在 蔽 瞬间 的 冲 菜 用 2 表示 。 
粒子 的 动能 有 除 场 内 的 势能 以 外 的 能 量 )， 从 (2-15) 得 知 为 
=c Vmiez 十 Pa 将 (3-28) 代 人 ,我 们 求 得 ,在 十 在 这 种 情况 下 ， 
BV motiptr Ci . 
按照 C2-7) 式 , 粒子 的 速度 Y=pe?/。 因而 ， 在 现在 这 种 情 
祝 下 , 对 十 玉 度 vs= ,我们 有 
dx cseBt 
dt Vg?+ (CeeBty’ 
其 中 名 =cV mze2 二 p88 是 在 t 一 0 有 时 的 能 量 。 称 过 积分 , 我们 求 得 


z= 1 1 3+ (CoeBt 2. (3-29) 
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其 中 我 们 已 经 命 积分 常数 等 于 需 。 
为 了 求 得 o 我 们 有 


dy_ Py? Po? 
HH Bb te 
; Et 
从 而 Cn (3 ): (3-30) 
《7 


通过 Y 多 来 表示 5 利用 3-30 式 ), 大 将 它 代 人 (3-29)》， 我 们 得 
到 塌 道 为 程 如 下 : py 
”一 入 oh 全 区， 《3-311 

由 此 可 见 , 在 均匀 电场 中 , 一 个 电荷 沿 着 其 妹 线 运动 。 

假如 粒子 的 速度 w<s#c， 那 么 ,我 们 可 以 使 如 一 囊 zo， po 一 m7 
着 将 (3-31) 式 中 的 eheBy/ poc 展开 为 1/e 的 答 航 数 。 略 去 Ue 的 
高 次 项 ,我 们 得 到 


eB 
2mv$ 


就 是 褒 , 电 荷 沼 着 饮 物 梧 运 动 ,这 就 是 我 朵 在 经 典 力 学 中 熟知 的 精 
果 。 


近 ， (3-32) 


$3_7. 在 恒定 均匀 磁场 中 的 运动 

我 们 现在 来 研究 一 个 电荷 。 在 恒定 均匀 镁 场 H 中 的 运动 。 我 
们 选择 磁场 的 方向 为 忌 朝 的 方向 。 我 们 将 表示 冲 量 的 式 公 了 = 
= -8 『 序 (3-77, 趟 中 曙 是 粒子 的 能 量 , 从 和 8-5 已 经 知道 , 它 在 


-2 
磁场 中 是 一 个 常数 代入 运动 方程 
p= ~ x H, 


就 可 将 运动 方程 改写 成 另 一 形式 ,这 样 一 来 ,运动 方程 就 化 成 了 下 
面 的 形式 : 
总 有 一 人 YX 于 《3-33) 
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或 用 分 量 表示 为 


ds—=OVp 二 0, {3-34) 
其 中 我 们 引 人 了 符 生 
w= (3-35) 


我 们 将 C3-34) 中 的 第 二 个 方程 莱 以 ;， 加 到 第 一 个 方程 中 ,就 得 到 
在 Cos 二 dvy) = iC vs 0p), 


因而 vst vp 一 本 6 一 1 有 
其 中 上 是 一 个 复 常 数 。 这 个 复 常数 可 以 写成 %= swore™i? 这 样 的 形 
式 : 此 中 Vor 及 4 都 是 实数 。 因 此 ， 
Ys ivy = wore- tuttes), 
将 实数 与 谨 数 分 开 , 我 们 得 到 
vom Vogt GOS CET y= — vo ih (Cot 十 co (83-36} 
常数 vo1 及 % 俘 要 由 起 始 条 件 来 决定 ,4 是 初 位 相 ， 至 于 wow 那么 
从 !3-36) 看 出 
Yor = LE 
如是 襄 , wot 是 粒子 在 3 了 ,平面 内 的 过度 , 而 且 它 在 整个 运动 过 程 
中 保持 不 变 。 
再 次 积分 (3-836), 我 们 得 到 
w=woT rin ot aa), y=y0r og (Cmtta), (3-37) 


Vt YorB Cpr _ 
其 中 7 一 人 eH eH (8-388) 


(pt 是 证 量 在 XY 平面 上 的 投影 )。 从 (8-34) 中 的 第 二 个 方程 ,我 
们 得 到 ve= vos, 以 及 
% 一 40 十 20 (3~39) 
20; go #0 是 粒子 的 起 始 坐 标 , 
从 C3- 和 7) 及 C3-392, 很 轨 显 地 可 以 看 出 ;这 个 电荷 在 均匀 磁场 


8 8- 在 恒定 村 句 磷 瞩 中 前 运动 人 


中 沿 着 螺旋 线 和 运动, 螺旋 线 的 轴 是 沿 着 磁场 的 方向 , 蜡 旋 糖 的 中 径 
由 《3-38) 式 来 决定 ,粒子 的 速度 是 常数 。 在 90: 一 0 的 特殊 情况 
下 ， 那 就 是 前 ,粒子 疙 有 沿 磁场 方向 的 速度 分 量 ,粒子 就 企 与 磁场 
研 址 的 平面 内 作 圆 周 运动 。 

从 上 面 各 公式 ,我们 可 以 在 出 , 2 是 粒子 在 与 磁场 垂青 的 平 而 
内 旋转 的 角 频 挛 。 

假如 粒子 的 可 度 很 低 ,那么 ,我 们 就 可 以 近似 地 命名 =%6*。 这 
时 频率 变 为 


多 二 一- 一， (3-40) 


贸 题 
1， 将 … 个 人 电 的 空间 拔 子 闯 于 均匀 恒定 磁 提 内， 这 个 振子 在 说 在 既 村 声 内 着 的 
振动 的 水 征 频 李 晨 wo, 求 官 在 圳 了 于 场 内 局 的 振动 频 奈 。 
解 反 子 在 磁 蜗 ( 哄 所 方向 洛 着 号 轴 ) 内 的 强迫 既 动 方程 是 


加 EH. .. > a ... 
二 Yd E+wis=0, 


用 宇 梁 第 二 个 方程 埋 与 第 一 个 方程 相 加 ,得 到 
站 二 一 


必 


法 中 7 三 3 十 饮 。 由 此 可 以 得 到 振子 在 与 磁 蜗 垂 上 直 的 平面 内 的 所 动 疾 开 为 
a IE eH 
， “=¥ 2 十 革 和) om 
假如 磁 独 如 很 磊 , 计 个 公式 就 变 为 wo 二 于 /21me。 治 著 腊 的 方 击 的 握 动 将 保持 不 突 。 
3, 一 个 站 磷 瞩 中 的 带 昌 粒子 当 磁 声色 慢 亚 化 时 它 的 汪 动 如 何 瑟 化? 
妊 : 我 间 知 道 . 在 送 动 厅 炸 引 慢 富 化 的 情况 下 ， 折 请 泽 淅 未 变量 忆 (AniaisaTaue- 


7B 首 IIBapELHT7 是 节 变 和 的。 因为 在 与 磁 瞩 惟 站 的 于 面 内 的 适 动 是 周期 性 的 ， 记 以 积 
分 
I= 中 卫 , 


名 ”六 灿 丰 亦 蚌 ， 英 和 名 是 aaiabatie invariant。 控 昭 尝 活 原 理 (3diabatic 
prinoiplo), 假如 钥 慢 地 改变 外 在 洒 件 (就 是 对 十 必 学 作 系 干 抑 ), 能 量 一 般 就 会 改变 ， 
但 是 相 积 分 (phasa integral1 保 留 原 和 值 【 屋 者 可 参考 M. Born, 各 Yornjic phyeiog, 
108--111 真 》 -一 地 省 注 。 


号 第 二 章 忆 中 的 上 从 


是 治 善 一 个 团 来 积 Pi 是 广 处 冲 量 在 这 个 平面 工 的 挫 暑 Y。 将 Pi 二 Pi 十 六 代入 ,就 


得 到 
I= 中 Pear= 中 prae+= 中 Avar. 


在 费 一 项 中 我 们 应 注意 Pi 的 粮 对 将 是 常数 ;其 方向 是 沿 著 gz， 对 第 二 项 应 用 斯 
托 充 斯 定理 , 则 得 
7 一 277Pi 十 Hxr, 


其 中 + 是 轨道 的 牛 短 。 将 + 二 epri/eHH[ 见 (3-38)] 代 入 ,就 短 到 


一 号 
= 


由 上 上 式 可 以 署 出 ,将 吾 蛮 动 时 ， 切 向 冲 量 p; 的 变动 与 下 万 成 比例 ( 因 了 是 不 变 的 )。 
至 于 沿 着 HH 坊 向 前 冲服 ?zs 假如 典 括 的 变动 间 下 引 越 一 个 与 日 平行 的 电 恕 5 例如 ， 在 
一 个 蝇 旋 管内 的 磁 声 变动 }, 郑 么 ,很 明 显 ,p; 井 不 变动 。 


8 3-8. 电荷 在 均匀 恒定 的 电场 和 磁场 中 的 运动 


最 后 ， 我 们 来 研究 在 电场 及 磁场 邦 存 在 井 且 都 是 均匀 的 恒 
定 的 这 种 情况 下 ， 一 个 电 殴 运动 。 我 们 的 讨论 只 限于 粒子 的 速度 
vx&re 的 情形 ,因此 丑 点 的 补 量 人 =mnV; 以 后 我 们 将 要 知道 ,出 现 这 
种 情形 的 必要 条 件 是 电场 较 磁 场 小 得 多 。 
我 们 选择 也 的 方向 为 如 轴 的 方向 ,而 选择 通过 瑞 及 的 平面 
为 了 Z 年 面 。 这 时 ,运动 方程 
mY=eE + VxH 
可 以 写 如 下 式 : 
mi= gH, mm 二 e 配 一 二 38， m= eB,. {3-41) 
由 上 面 的 第 三 个 方程 ,我 们 可 以 看 出 ,电荷 以 等 加 还 度 沿 着 号 轴 方 
向 运动 ,就 是 说 ， 
zx 一 人 2 十 oo。 (3-42) 


§ 3-8 电 茵 在 均匀 恒定 的 电 奢 和 磁场 中 的 汉 动 
用 上 乘 (3-41) 中 的 第 二 个 力 程 ;再 与 第 一 个 方程 相 加 ,我 们 得 


到 

和 (5 十 说) 十 io(2 二 启 ) 一 这 瑟 
(o 一 上 /me)n 将 呈 十 饮 当 作 示 知 基 ,上 面 方程 的 积分 就 等 于 上 面 
的 为 程 略 去 右边 项 的 积分 与 该 方程 保留 右边 项 的 一 个 特别 积分 的 
和 .， 第 一 个 积分 是 ce-“'， 第 二 个 积分 是 ey/mw 一 tc/H。 内 
此 ， 

3 的 ee 

常数 «一般 求 静 是 个 复数 。 将 & 写成 <= Bes 的 形式 ;其 中 6 及 a 
为 实数 ,我 们 可 以 看 出 , 弃 然 < 被 0' 刁 了 , 慎 么 , 只 要 我 们 选择 
时 阅 计 算 起 点 得 当 ， 就 和 以 髓 予 位 由 & 以 任何 一 个 值 。 我 们 适当 
选择 时 间 计 算 超 点 ， 使 = 为 实数 。 将 4 十 说 分解 为 实数 及 忠 数 两 
部 分 ,我们 便 得 到 


T= 0 09 cul + 
在 1=0 上 队 ,速度 是 沿 着 下 辆 。 

我 们 可 以 者 出 ,粒子 的 速度 是 时 间 的 周期 汞 数 。 注 意 到 
cos ot 一 9in wt 一 0, 捉 速 度 的 平均 值 很 宅 易 求 得 : 


;Y= Hn owt. (3-49) 


= Y=0. 【号 生生) 
所 以 洁 着 工 连 的 平均 速度 为 需 , 而 沿 着 瑟 轴 的 平均 速度 , 即 垂 直 于 - 
电 凯 及 磁场 的 平均 速度 不 为 雾 。 


所 有 这 一 节 的 公式 ， 都 是 在 假设 粒子 的 速度 比 光 速 小 得 多 的 
基础 上 建立 的 ; 由 (3-43) 或 (3-44) 可 以 者 出 ， 为 了 实现 这 种 情形 ， 
就 有 一 定 的 要 求 ,特别 是 要 求 电 声 与 辜 场 必须 满足 下 面 的 条 件 ; 

BH 


和 <b (3-45) 


但 Ey 及 五 的 碟 对 什 可 以 是 生意 的 。 


让 4 种 三 章 类 中 的 电荷 


将 方程 (3~43) 再 积分 一 次 ， 并 这 样 米 选 择 积分 常数 ,使 当 上 一 
一 时 ，z 一 gg 一 0， 我 俩 就 可 得 
到 


名 cE 
二 : yp, 
9 sn ct 如 


y= (Coos wi 1), 
(3-48) 
将 以 工 二 式 看 作 一 个 曲线 的 参 
数 方 程 ， 这 两 个 方程 定义 一 个 
所 请 次 摆 米 。 玛 于 执 道 在 XY 
平面 上 的 按 影 到 底 是 如 图 8--1& 
还 是 如 图 8-1b 所 示 的 ,者 就 得 
署 & 的 绥 对 值 是 大 于 或 小 于 
cEy/H. 
很 如 4 二 一 eBy/ 吾 ， 那 么 ， 
《3-467) 就 变 为 
2 一 人 (of 一 sin wt ), y= C1 COS wf ) {3-4d7) 


玻 是 瑶 , 井 道 企 4&T 平面 上 的 投影 是 一 个 摆 线 (图 3-19)。 


$3-9. 电磁 场 张 量 
在 $3-2 中 ,我 们 从 写成 三 度 形式 的 车 格 朗 月 败 数 (3-4) 导 出 
了 -一 个 电荷 在 场 内 运动 的 方程 。 现 在 我 们 得 接 从 用 写成 四 度 形式 
的 作用 量 画 数 (3-1I) 导 出 同样 的 方程 。 
最 小 作用 证 原理 是 


.5 
全 号 一 是 $(- we ds 二 EE oz 一 必 . {3-48) 


三 


1 3- 下 磁 盟 张 基 6 


注意 到 几 = 六 一 ez 我 们 使 求 得 (为 了 简便 起 见 ， 下 面 我 们 赂 去 
积分 限 & 和 5 ): 


58= 和 med ds 十 6(A dw) |= 
= $ (me dx dr 十 有 AB Gzi 十 © Gd: dni) EE 
a 轩 & 
一 (me dr de A, dBwve + tdidae)=0 


将 被 积分 贡 数 中 前 两 项 作 部 分 积分 ， 提 且 在 第 一 项 中 以 各 代 
dzwifds, 其 中 wi 是 四 度 述 度 的 分 量 。 于 是 ， 


$ (- me dwides 一 二 dw. dA 十 二 34， da )+ 


+|( ea 吓 4 ‘Jee: | 一 个。 {3-49} 
上 式 中 的 第 二 项 等 王 圭 ， 因 为 积分 的 变 人 是 在 两 个 固定 点 中 间 取 
的 , 即 K5st)a= C6wi)s 一 0。 此 外 : 


GAs = 4 Se, TA; 一 A gy, 


Dk = 


因此 


$ (megudee Sm da 十 人 dn sr) =0. 


aas 


在 第 一 项 中 ， 我 们 和 写 dio Qs， 在 第 二 和 第 三 项 中 ， 我们 和 
dx =ui da 在 第 三 项 中 将 指标 1 与 交换 (因为 宇和 上 都 是 求 和 
指标 ;所 以 变换 以 后 是 巷 么 也 不 疏 安 )。 十 十 ， 

外- zc 二 全 (3 生 一 3 :se ao 
由 于 se; 的 任 章 性 ， 我 们 可 以 推断 出 求 , 镍 积分 男 数 必须 为 需 , 部 


[ed DA adi _ 
me gs 一 2( 束 - Fa (3-50) 


6 第 三 党 上 典 中 的 电 突 


现在 我 们 引用 下 面 的 符号 : 
pe Dr 9 
”De Dw 


旺旺 Fer 称 为 电 释 场 张 瘟 。 这样 一 米 ， 运 动 方程 (3-50) 取 下 面 的 
形式 : 


[3-517 


me Thea. (3-652 ) 
这 四 个 方程 GE 一 1 2, 3 和) 就 是 电 朋 在 电磁 场 内 的 运动 方程 的 
四 度 形式 。 
由 号 量 fw 的 定义 * 即 可 推出 | 
Fin = — Fre, (9-58) 


这 上 就 是 说 ,电磁 声张 明 是 反对 称 的 ， 因 此 , 当 i= 主 时 ,Pa 二 0. 
将 4 9 一 4 wt 和 44= 9 代入 (3-51), 我 们 很 容易 求 出 张 

量 Fs 的 各 个 分 草 的 值 如 下 ， 

Fi= Fs = Fas= Fu=) 

Fs= — Fa= Hr, Fu= — Fu= —il,, 

bis=— y= — Hy, Fay= — Fs= ~ iB,, 

Faa= 一 上 sa 一再。 Fys= — Fa= 一 1 
这 些 值 可 以 写 如 下 下 : 


Fip= | . . | C3-54) 


iB, iBy B10 二 

由 此 可 见 ， 电 场 强度 与 磁场 强度 的 分 量 是 四 度 电 磁场 张 章 的 
分 量 。 

由 {3-54) 式 可 以 看 出 ， 虑 量 fiz 的 空间 分 量 【 他 站 b=1, 32, 3， 

的 各 和 分量) 是 辐 磁场 相 联 系 的。 就 是 就 ， 磁 场 卫 的 分 量 构成 -- 个 

三 度 二 阶 肥 对 称 张 量 。 大 家 知道 ,这 就 写 岂 着 矢 吕 是 是 一 个 畏 舌 


$ 3-9 也 磁场 张 量 87 


量 ( 包 和 1-6)。 

电场 卫 的 分 芋 是 Fax 的 上 时间 分 量 (i 或 =4)。 显 然 下 是 一 个 
党 通 矢量 ( 杠 失 量 》。 

利用 C3-4) 及 (1-40), 很 容易 证 明 , (3-52) 中 的 前 三 个 方程 网 
运动 方程 (8-16) 是 完全 一 样 的 ， 而 第 四 个 方程 则 同方 程 (3~18) 完 
全 一 样 。 这 四 个 方 称 中 公有 三 个 是 独立 的 这 一 事实 ， 可 以 直接 用 
4 莱 方程 (8- 隐 ) 的 两 边 来 证 朋 。 这 时 ;由 于 C1-44) 及 (3-53), 方 程 
式 的 贾 边 都 恒 等 于 者 。 

假如 在 变 分 站 中 ,只 考虑 扶 实 的 轨道 入 ,那么 ，(3~49) 中 的 
第 - -项 就 恒 等 于 震 。 这 时 ,第 二 项 [把 它 的 积分 限 之 一 下 为 是 变化 
的 ) 得 输出 作为 坐标 责 数 的 作用 量 的 微分 。 国 之 


全 号 一 (wow 十 全 4ijans 《3-55 


由 此 可 得 ， 

= mewit di 一 Pi 十 之 di. (83-56) 
以 93j9wi 为 分 量 的 四 度 矢 量 是 四 度 广义 神 量 笑 量 Pi。 应 用 

四 六 速 度 及 其 四 度 势 的 类 示 式 ;我 们 求 出 分 量 Pi 的 表示 式 如 下 : 


Pa—pst Eds, 已 一 二 (Can 二 cg)， (3-57) 
其 中 Baa 一 mezYI 二 2276。 四 度 矢 量 Pi 的 三 个 空间 分 量 构成 
三 度 广 义 冲 其 矢量 (3-8) 其 了 时间 分 量 正 如 人 2-8 中 一 样 ， 是 


增 /e 其 中 是 电 苟 人 在场 中 的 总 能 量 。 
由 于 4 一 一 1， 所 以 


{(P: 一 -: 4:) =- 一 2202， (3-85 7) 


这 一 个 关系 局 (383-7) 吻 全 .将 卫 : 代 之 以 98/9zi, 我 们 得 到 哈密 地 - 
牙科 时 方程 (3-112) 的 四 谋 形 式 : 


第 三 章 拭 中 的 电 帘 


5 eo Fr 
(去 4] 二 i0262 一 0， (3-59) 


悄 题 


1， 一 个 电荷 在 平行 的 电 昔 与 磁 据 关 运 动 , 世 谴 谭 可 入 与 光速 相 比 的 , 求 电荷 的 运 

动 方程 。 

钥 :。 选 取 载 的 方向 为 台 理 的 方向 ,我 位 求 得 运动 的 才 程 《85 的 下 面 的 形式 【 卉 
及 党 灼 六 一 eice 

EHy, y= ~ HR, Soh Xt, eit 和 

(在学 明 由 芭 四 上 上 而 的 点 关 示 允 。 的 徽 分， 并 有 博 助 条 件 ui 一 上 一 _1。 站 个 广 
程 粗 分 恤 为 两 对 独立 的 方程 。 将 让 些 方 程 积分 并 适当 地 选择 积分 入 数 避 的 翻 值 .坐标 
的 原点 ,站 及 了 轴 的 方向 ,我 位 求 得 未 道 乱 数 频 程 如 和 下; 


| 本 
2= -Bin XHs, y=.. cog ns, 
入 吾 区 入 瑟 ~ 


es 一。 
二 Ch 和 要 中 vt 一 Bh A Ba, 


《ae 是 一 个 任意 注 数 )。 我 们 要 注意 ,这 个 融 道 是 … 个 中 得 是 AN 的 晶 旅 缕 。 
， 间 .上 面 的 问题 一 样 ,不 过 由 载 与 磁 妃 要 亚 球 提 。 
解 : 取 豆 的 点 向 为 乞 灿 的 方向 , 取 眉 的 点 向 方 工 地 的 塘 宙 , 我 峭 求 香 运 动 方程 
t=AHy, y=MEct— Hz, 2—0, ct—= hEy. 
将 让 些 方程 积分 (利用 辅助 条 件 由 二 一 13 通 当 地 选择 举 标 原点 ， 我 们 可 求 得 下 协 的 
轨道 参数 方程 。 
当 吾 > 了 吾 时 ， 


rol 《而 号 十 下 Er f= DO o£=00, 


这 再 Es 


工 _ -一 pd Hin s+ HPoY, 


cf 二- 
17 好 二 


其 下 名 启 YY 有 关 笃 式 


a 了 
[Eh 一 NH Ey 


而 参数 5 与 的 关系 为 4 二 oY 六 六 一 天 3。 
当天 < 如 时 ， 


省 一 一 -i -yh ehotiEn), y=Y eho, 2=00, 


三 8-10 妃 的 沙 价 伍 变 换 . 9 


CE 二 1c Bh vo +BHe), 
1 E23 一 Hs 


s 5 1 | 一 "Ez Hi 
~ 拉 [a EPPE: 2 IT 一 1 a 
池 再 一 下 了 时， 


避 忠 a 和 月 大 两 个 独立 常数 。 


3-10. 场 的 洛 偷 益 变换 
在 本 节 闪 ,我 们 将 寻找 场 移 变换 公式 ,利用 这 些 公式 ， 假如 在 
某 一 个 惯性 穴 考 系统 内 寺 志 巨 知 的, 在 为 一 个 疏 性 参考 秒 丢 内 ,我 
们 也 能 够 决定 这 个 场 。 
势 的 变换 公式 可 以 直接 从 辕 度 和 拓 量 的 普 沁 变换 公 式 (1-26) 得 
来 。 只 须 吉 起 矢量 4; 的 分 量 是 door ip, 我 们 就 很 容易 得 到 


As+ 0 
6 
4 
| 
ce 
和 十 二 4 
gg (3-60) 


张 量 了 a 的 分 量 的 变 搜 公式 可 以 从 国度 眶 量 的 普 明 变换 公式 
C1-28) 得 来 。 但 是 照 下 面 的 方法 进行 ,下 为 便利 ， 

我 们 让 得， 从 一 个 参考 系 级 五 变换 到 另外 一 个 参考 系统 下 人 
CEK' 对 下 沿 世 二 作 但 对 运动 2 与 在 轿 度 空间 5g,z, 7 中 的 27 不 面 
内 的 一 个 旋转 等 价 ( 见 8 1-4 》。 红 早 的 分 量 所 作 的 变换 象 两 个 相 


70 第 三 章 上 胡 中 的 电 桨 


应 的 瞧 标 之 汪 积 的 变换 一样 。 华 标 zs 二 及 台 = 二 3 在 这 个 变换 中 
不 变 。 由 于 问 样 的 原因 ， Fs 也 不 变 : 
Fas = Fas. (3-61) 
此 外 ， 基 于 同样 的 理由 ， 饥 然 坐 标 与 :不 改变 ， 所 以 分 量 
i Fi 及 Re, ss 的 变换 不 过 足 象 其 相应 的 坐标 有 王 w; 及 == 
的 变换 一 样 .， 按 照 (1-262》 我 们 很 容易 求 出 : 


FF oF 
Fis—i Fis PiatioPis 
着 1 一 -一 一 一 一 一 一 9 Fs 一 | 一 一 -9 
Fa 下 二 
~ Vi 
r y (9-062) 
Eis—i Pas Pisti Eis 
下 一 一 一 一 一 一 一 ， 了 :一 


1 Vi- 

”为 了 找 出 分 量 ms 的 变换 ,我 们 注意 下 面 的 事实 : 假如 一 个 反 
对 称 张 是 的 阶 数 等 于 空间 的 度数 5 殉 $ 1-6 关于 张 量 etp1m 及 evs， 
的 敌 述 )， 那 么 ,这 个 张 早 当 举 标 条 就 在 这 个 空间 内 旋转 时 是 不 变 
的 。 人 至 标 系 统 2% 多 2 7 在 平面 #7 内 的 旋转 可 以 二 度 坐标 系统 3， 
7 的 在 二 度 空间 中 的 一 个 旋转 。 分 量 为 Ta 一 aas=D0 Fu= 一 1 
的 咕 量 在 这 个 系统 内 恰 怡 是 一 个 阶 数 等 十 度数 的 强 量 , 因此 在 27 
不 面 内 旋 精 时 ， 


了 1 一 {3-63) 
现在 我 们 按照 (8-54) 式 , 用 场记 反 匡 的 分 量 来 代 共 (3-61) 及 
C3-63) 中 的 天， 这 样 我 们 便 米 得 电场 的 灾 换 公式 如 下 - 
- 下 


By+ iH; BiH 
- 志 ， td 


§ 9710 塌 的 将 给 起 变 换 71 


Hs— IRs Hi+ EE; 


ec 
一 了 五 -一 5 和 
户 i 


因此 ,电场 与 磁场 ,正如 大 多 数 的 物理 量 一 样 ,是 相对 的 ; 就 是 
费 , 它 们 在 和 不同 的 参考 条 薄 中 有 不 同 的 特性 。 就 特殊 请 形 若 之 , 电 
场 或 磁 饭 在 一 个 参 背 秒 闵 中 可 以 等 十 厦 ， 而 同时 在 另外 一 个 参考 
系统 中 却 又 存在 。 

变换 公式 (3- 54 各 (3 65) 在 < 和 e 的 情况 下 将 大 大 简化 。 如 
宁 我 们 此 求 准确 到 一 上 的 数量 级 ， 那么 ;从 (64) 及 (3-65) 可 得 


R=B:, B,=k;+ 本 BE,—E:— -Hs, 


Ea * 


(3-65 7 


H,=Hi, Hm Hy TB, Hem H+ bE. 


这 些 会 式 可 以 写成 矢 草 形式 
B=E+ HxV, H-H- TExV. C93-86) 


从 五 到 天 的 反 变 换 公 式 可 以 用 改变 下 的 符号 的 方法 直接 由 
(8-642、(3-65),C3-662) 求 得 。 

假如 在 去 系统 中 磁 增 B'=0， 那 么 ,根据 (3-64》 及 (83-065)， 
我 们 可 以 很 容易 证 明 , 在 系统 中 ， 电 场 与 磁场 之 间 存 在 着 下 面 
的 关系 : 


HV xE, 《3-67) 
假如 在 FF 系统 中 , 马 =0, 那么 ,在 五 柔 统 中 ， 
E=— TVxH. (8-88) 


因此 ， 在 以 上 两 种 情况 下 ， 绰 场 与 磁场 在 无 系统 中 莉 是 相互 垂直 
的 。 
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$ 3-11. 场 的 不 变量 
从 电磁 志 张 量 的 分 量 我 们 可 以 造 出 一 些 不 变 其 ， 这 些 不 变量 
当 从 一 个 惯性 参 尖 条 统 过 滤 到 另 -个 惯性 参考 系统 时 保持 不 受 。 
为 了 求 出 所 有 这 些 不 变量 ， 我 们 用 类 似 求 二 阶 对 称 张 是 的 不 变量 
的 方法 进行 。 假 如 4e 是 这 样 的 -- 个 线 量 ,那么 ,大 家 知道 ， 我 们 
必须 使 行列 式 


[di —hdnr| 一 0. 
这 个 太 程 的 根 是 对 称 张 最 4w 的 主 值 , 也 就 是 它 的 不 变量 ; 同样 的 
推理 显然 可 以 应 用 到 这 个 方程 内 的 各 次 雷 的 又 数 ， 这 些 双 数 一 般 
被 选 作 主 不 变量 。 

对 村 一 个 反对 称 张 量 《Fa 即 是 这 样 的 距 蕊 ?将 它 化 汐 对 角 
形式 显然 是 疙 有 意 尺 的 ,但 二 我 们 可 饼 应 用 上 上面 所 毅 的 方法 去 求 
这 样 的 一 个 号 旦 的 不 守 量 ; 这 有 时 根 x 当然 深 石 张 量 特征 值 的 意义 。 

按照 上 面 的 融 靶 ,我 们 写 出 方程 

| Fix — Ndip| = 0. 
因为 ,对 于 行列 式 而 襄 , 行 与 列 的 无 换 并 不 改变 蔷 行 列 式 ， 所 以 很 
管 易 看 出 ;在 这 里 画 仅 仪 包含 % 的 侦 次 方 的 项 二 能 出 现 ， 此 外 , 当 
一 个 钼 数 阶 行列 式 的 所 有 元 素 变 呈 时 , 弟 行 列 式 封 不 变 。 内 此 ,由 
于 Fa 的 反对 称 性 ， 

[Fw— Nder] = [Fi hdr | 一 | 一 了 sa- = | 二 hl|, 

与 此 相应 ,在 和 的 方程 内 , 仪 能 有 两 个 异 于 汰 约 桑 数 , 这 就 是 加 及 
Mt 的 系数 ; 亦 序 一 个 二 阶 扩 对 称 咀 量 的 特 熏 是 只 有 两 个 不 变量 。 

用 (3-54) 式 代替 张 量 Fa, 的 分 量 ， 我 们 不 难 将 行列 式 展开 而 

得 到 


四 4 小 入 于 再 2 一 在 2 一 {H.E):= 从 
《在 展开 行列 尖 时 ,这 样 选 择 耸 标 轴 是 便当 的 ,就 是 使 一 个 町 , 我 们 
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称 为 2 输 ; 溢 着 的 方向 , 而 使 矢量 上 在 了 不 而 内 内 此 ,下 而 
的 其 力 是 不 变量 : 
?一直 ?二 不 变量 ， (3-69) 
'H= 厅 挛 量 . - (3-70) 
我 们 的 推导 为 法 就 可 许 明 , 仪 仪 这 严 个 不 变 苇 是 独立 的 ; 其 他 
任何 不 变量 都 可 以 月 这 两 个 厅 变 量 的 责 数 米 懂 示 。 
容易 证 明 ， 不 变 基 (3-69) 及 《3-70), 如 果 写 成 四 度 形 式 ; 就 
是 


F?,, (3-71) 
Biprmd ey tm, (3-72) 
其 中 ett1m 是 一 个 四 阶 完全 反对 称 费 位 张 量 ( 见 千 1-6)。 
必 有 内 指 出 ， 方略 吏 来 etm Fafa( 或 也。 再 ) 并 不 是 一 个 矢量 
而 是 一 个 必 矢 量 ; 这 可 从 它 的 四 度 形式 ( 张 虞 与 它 的 对 倘 的 科 积 ， 
见 和 1-6)， 或 从 它 的 三 度 形式 【 稍 矢 量 是 同 极 矢 芒 忆 的 滋 积 ) 看 
出 。《 了 * 开 3 是 一 个 扶 慰 是 。 
从 上 加 所 得 两 量 的 不 痰 性 ， 我 们 得 到 下 面 的 千 论 。 和 假如 电场 
与 磁场 在 任意 一 个 参考 系 园 中 是 相互 稚 丁 的 ; 议 埠 谣 B.B=0 性 
么 ， 它 们 在 任何 其 他 惯性 参 儿 柔 统 中 也 是 相 瑟 冬 坎 的 [由 于 (3- 
i702]， 假 如 EE 及 五 的 缀 对 值 在 任 辣 的 -一 个 参 老 系 靶 中 是 相等 的 ， 
那么 ,它们 在 任何 其 他 系统 中 也 相等 [由 于 C3-68)]。 
下 曾 的 外 等 式 显然 提成 立 。 假 如 在 任意 一 个 参考 系 疆 中 E> 
六 琴 或 旦 >>B), 部 么 ， 在 任何 其 他 街 统 中 我 们 也 会 有 玉 > 昌 (或 
如 > )。 假 如 在 任 合 一 个 参考 肥 统 中 ， 矢量 三 及 炙 址 再 的 淆 角 是 
名 让 (或 印 衣 ), 那 么 ,它们 在 位 何其 他 参考 系统 中 的 夹 角 也 是 角 衣 
{或 得 和 角 )。 
利用 洛 伦 划 变换 ,总 可 以 使 及 及 也有 任意 的 值 ， 仅 家 必须 遵 
守 训 一 H! 及 EvH 两 量 有 周 定 亿 的 条 件 。 就 特殊 情形 莒 之， 我 全 
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总 能 找到 一 个 惯性 系 园 , 在 这 个 系统 中 ,电场 与 磁 坟 在 菜 一 一 芥 定 点 
是 互相 平行 的 。 在 这 个 对 统 中 ErB= 88, 振作 从 
Es— Hi= Ei— HY, EH= EH, 

两 个 方程 我 们 可 以 找 由 了 及 互相 这 个 参考 系 硅 中 的 什 {Es 及 了 
走 在 原来 参考 系统 中 的 电 增 及 磁 增 )。 

两 个 不 变量 都 为 雪 的 情形 应 鼓 除外 。 在 这 个 情形 下 ,同日 
在 一 切 参 考 冬 统 中 邦 是 相等 的 侧目 是 下 相 航 上 的 。 

假如 蕊 " 吾 一 0, 那么 ,我 们 总 能 我 到 -- 个 参考 系 煽 ,在 这 个 系统 
中 卫 =0 或 瑟 =0C 依 可 一 症 <<0 或 0 而 定 ), 怀 二 谢 ， 志 是 姜 磁 场 
或 纯 电 场 。 反 之 ， 假 如 在 任意 一 个 参考 系 冰 帆 卫 = 0 或 再 =0， 那 
么 ;它们 在 所 有 其 他 系统 中 都 起 由 于 还 谋 的 。 


六 ” 题 


有 一 个 内 考 系 东 , 在 其 中 ,电场 与 磁场 是 由 互 平行 的 , 试 求 这 个 参考 邓 烷 的 隶 度 。 

解 : 请 呈 所 提 洒 件 的 大 考 柔 闵 天 石 无 汐 多 。 假如 我 介 找 划 --- 个 和 这 样 的 对 入 ， 那 
公 ， 相对 藻 个 参考 条 态 航 运动 速度 襄 普 瑟 疏 互 的 共同 方向 之 任何 其 他 寒 考 系 业 ， 志 部 
县 有 同样 的 特性 。 因 此 , 我 们 只 须 找到 鞍 此 参考 条 绝路 的 一 个 就 能 了 了， 这 一 个 浴 洪 条 
义 有 与 两 个 妃 部 重 直 的 速度 。 复 拧 速度 的 方向 为 站 郝 的 方向 ， 利用 这 个 事实 ， 印 在 
站 由 刀 5 二 于 5 二 向 了 一 可 于 4 二 中 我 们 借助 于 公式 (9-64 及 (38-6) 得 判 术 者 下 过 
Ac 相对 于 大 类 参考 大 锋 的 这 度 玉 的 方程 如 下 ， 


卫 
ExH 


二 
1— 
必 


《在 一 演 方 程 的 两 个 根 中 昌 央 应 蔬 殉 择 了 过 的 那 一 个 根 }。 
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和 4-1. 第 一 对 者 克 斯 章 方程 


1 98 — grad wm [23-14) 


从 场 正 及 也 的 表示 式 卫 -rot ,8 一 一 字 
及 (4315 很 罕 易 得 到 这 两 个 场 的 方程 , 序 公 含有 下 及 再 的 关系 
式 。 为 了 求 得 这 些 力 程 ,我们 应 当 从 下 及 瑞 的 表示 式 中 消去 势 生 
及 势 mp。 为 此 ,我 们 来 求 rot EE; 


I 她 
ro F 玉 TO rot grady, 


但 是 任何 梯度 的 施 度 都 为 零 ,而 且 rot A 一 卫 , 所 以 ， 
rotB=— 1. {4d-1) 
到 方程 ot A= 了 H 两 达 的 散 度 ,并 且 记 起 施 府 的 获 度 等 于 壳 ， 我 们 
使 得 到 
div H=0. C4-2) 
方程 (4-1) 及 (4-2 称 为 第 一 对 卖 克 斯 音 方 程 3。 我 们 要 注意 ， 
这 两 个 方程 还 不 能 完全 硝 定 场 的 特性 。 这 ~ 点 可 以 从 这 个 事实 请 
短 地 看 出 来 ， 即 它们 决定 了 磁场 对 时 间 的 变化 (部 导 数 3 ) ， 但 
是 拜 波 有 决定 导数 3 
方程 (4- 让 及 C4-2) 可 以 写成 积分 形式 。 按 照 高 斯 定理 ， 
延 ”过 克 斯 章 方 程 4 由 动力 学 的 基本 方程 ) 是 过 上 克 斯 章 在 1860 年 首先 建站 的 。 
《YE 
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§ airH dV = S H-af, 
此 懂 右 边 的 面积 分 应 巧 在 包 图 着 左边 体积 分 所 涉及 之 体积 的 封 骨 
晤 而 寺 去 求 。 根 据 (4- 吕 ,我 们 得 到 
和 aar-o (4-8) 
一 个 矢量 在 一 个 曲面 上 的 积分 称 为 矢量 通过 申 徊 移 通 量 。 办 此 ， 
位 增 通过 每 个 封 志 曲面 的 通 量 为 址 。 
按照 白 托 克 斯 定理 ， 
$ rot E.df = 和 E.d, 
此 起 石 边 的 缆 简 分 是 澡 着 包 图 左边 面 科 分 所 涉及 之 曲 闸 的 阴 合 则 
灯 而 下 的 ， 沿 普 某 一 曲 醒 积分 (4-10 式 的 两 边 ,我们 便 求 得 
§ Edl=— 1 2 和 vat (4-4) 


at 
一 个 矢量 洛 着 一 条 封 阴 曲 挤 的 积分 称 为 恋 矢 量 沿 恋 封 阴 曲 线 的 
坏 流 。 电 场 的 环流 也 称 为 该 曲线 内 的 电动 敌 。 所 以 任何 封 阴 山 训 
闪 的 电动 热 繁 于 穿 过 由 鼓 曲 粮 押 也 出 的 出 面 的 磁 租 量 反 导 的 时 
间 导 数 。 
麦克 斯 章 方 程 (4-1) 及 (4-2) 可 以 写成 四 度 形式 。 用 电厂 声张 
量 的 定义 Pa 一 3 一 2348, 很 容易 省 明 


OFep , oF: OP 
本 (C475) 


当 i=&=1 时 ;这 个 方程 当然 被 满足 (因为 当 5=k 时 , Fw=0)。 假 
如 指标 记 如 ?中 有 两 个 相同 ,这 个 方程 由 于 Fis 的 反对 称 性 也 治 有 
甚么 新 奇 。 将 Fa 的 (3-54) 式 代入 ， 很 容易 验 让 其 余 的 四 个 方程 
Ck 的 四 个 方程 ) 恰 好 是 方程 (4 由 及 C4-3)。 所 以 C4 如 是 用 
写成 四 度 形式 的 第 一 对 宪 克 斯 章 方 程 。 


和 42 有 也 磺 场 的 作用 嫩 ™ 


$4-2. 岂 磁 场 的 作用 量 
由 电磁 场 和 志 内 的 一 些 梯 子 所 租 成 的 日 个 体 夭 的 作用 量 $， 
应 当 包 含 着 三 个 部 分 : 
请 一 局 1 十 gw 十 入 mmf， (4-68) 
站 中 &o 脖 作 用 量 中 仅 低 与 粒子 的 性 狼 有 关 的 一 部 分 。 这 部 分 作 
用 其 不 是 别 的 , 丈 是 自由 熔 子 的 作用 基 , 朗 当 坑 不 存在 果 的 粒子 的 
作 必 量 。 我 们 知道 ,自由 粒子 的 作用 前 是 —me $a 上风 (2-1) 1 
假如 有 元 个 粒子 ， 它 们 的 总 作用 让 就 是 四 个 粒子 的 作用 星之 和 。 


办 此， 
Sn= — > me ds. | Cd—7) 


Smt 是 与 粒子 及 场 两 者 之 癌 的 相互 作用 有 关 的 那 一 部 分 作用 
量 。 正 如 我 们 在 8 3-1 节 中 所 看 见 的 一 样 , 它 的 形式 是 也 dxdit， 
或 者 在 儿 个 粒子 的 情形 下 ， 

Sw= DE § ddm. (4-8) 


在 这 个 和 的 每 一 项 内 ,4 是 粒子 所 在 的 那个 时 间 和 空间 点 的 场 的 
势 。 和 数 Sa 十 Smf 是 我 们 已 经 知道 的 ， 它 是 一 个 电信 在 声 内 的 作 
用 量 (3-1); 不 过 在 郊 里 我 们 第 单 地 用 态 米 代表 它 , 

最 后 ，& 是 作用 量 中 仅仅 与 场 本 身 的 特性 有 关 的 那 一 部 分 ， 
就 是 说 , 5; 是 场 在 没有 电 痊 时 的 作用 其 。 到 现在 为 止 ， 因 为 我 们 
仅仅 注意 了 电荷 在 某 一 已 义 电 磁场 内 的 运动 ， 沪 有 注意 到 与 粒子 
无 关 的 量 S51, 因为 这 一 -项 间 不 能 影响 粒子 的 运动 。 但 是 ,假如 我 们 
要 寻找 决定 场 本 身 的 方程 ， 这 一 项 倒是 必需 的 了 了 。 这 是 同 下 列 下 
实 相 对 应 的 : 从 作用 最 的 8 十 8Swr 这 部 分 ， 我 们 只 能 求 出 场 的 两 
个 方程 ， 朗 (4-1)》 及 《4-2)， 轴 由 这 一 对 方程 完全 决定 场 是 不 够 
的 。 
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为 了 建立 场 的 作用 量 51 的 形式 ， 我 们 从 下 面 的 电磁 场 的 再 要 
性 导出 发 。 立 验 证 明 , 电 磁 驱 满 是 所 谓 “ 司 加 后 理 *”， 这 个 原理 可 
以 叙述 如 个 : 彼 如 -一 个 电 侍 产生 某 一 个 场 ， 另 外 一 个 电荷 产生 第 
二 个 场 ,那么 , 琴 个 电 各 联合 起 束 所 产生 的 场 ， 就 迄 香 地 等 于 每 一 
个 电 各 单独 所 产生 的 场 的 相机 ， 这 吻 是 襄 ， 企 每 一 点 的 总 场 强 等 
于 在 该 点 的 各 个 声 强 的 矢量 和 。 

场 方 程 的 每 一 个 解答 出 一 个 在 白 然 界 中 存在 的 凯 。 控 照 亚 加 
原理 ,任何 这 样 一 些 场 的 和 也 必须 是 一 个 在 白 然 界 中 存在 的 场 ,这 
就 是 酷 ; 必 须 满 电场 方程 

大 家 知道 ,线性 微分 方程 恰 怡 具有 这 个 特性 , 印 任意 一 些 解 的 
和 是 个 杀 ” 因 此 所 程 肛 是 本 人 分 方 旺 

从 这 个 讨论 可 以 推断 ;在 作用 量 8; 的 积分 号 内 ， 必 定 有 一 个 
增 的 二 次 式 。 仅 从 在 这 个 情形 下 , 场 方 冬 才 是 线性 的 ; 内 为 场 方程 
是 由 作用 量 的 变 分 得 来 ,而 在 变 分 的 过 程 中 ,积分 号 内 的 式 子 的 霸 
和 要 成 小 

执 不 能 包含 在 作用 量 Sy 内 ， 因 为 它们 还 没有 了 唯一 弛 被 确定 
【在 Sm 中， 缺 过 这 种 殿 一 性 拜 不 重 归 )。 因 此 ，Si 应 当 是 电磁 场 
张 量 Fa 中 的 林 五 数 的 积分 ,但 是 作 用 量 必 须 是 一 个 标量 ; 央 而 必 
须 是 某 一 个 标量 的 积分 。 此 外 ,如 上 面 已 经 谣 过 的 ,在 被 积分 画 数 
内 站 现 的 这 个 标量 必须 是 Faiz 的 二 次 式 。 

从 Fa 我 们 只 能 千 出 一 个 二 次 标 时 ( 昂 $811)。 这 就 必 了 2 
《etkln 有 itm 这 个 量 是 一 个 夺标 量 )。 


内 此 , Si 必须 有 下 面 的 形式 : 


出 5 的 著 积 分 蝇 数 必 往 不 色 合 了 tx 的 时 则 怪 数 ， 因 为 拉 粘 陨 日 极 数 ， 除 堂 标 
外, 各 能 包含 宪 仙 对 时 蜀 的 一 缠 导 数 ， 而 在 现在 的 情形 下 ， 瞄 的 势 i 起 着 坐标 [朗科 
最 不 从 门 奸 原 理 中 变 分 按 它 米 进行 的 变星 》 的 信用。 歼 与 力学 由 上台 情况 类 似 ， 力学 全 
对 的 拉 煌 有 所 日 画 数 也 仪 包 含 粒子 的 型 标 和 它们 对 时 间 的 一 阶 导 数 。 
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Nj=4 $9 FeaVdt, ay = dwdyds, 


其 中 积分 应 恋 尖 及 全 部 空间 和 已 知 的 两 个 明 时 之 问 的 时 间 问 隔 ; 
a 是 森 一 常数 。 积 分 寺内 的 量 是 89。=2(H 一 B22), 场 卫 包 含 导数 
3 但 是 很 容易 看 得 出 求 ，( 天 】 必须 带 着 正史 出 现在 作用 草 内 
(因而 态 必 须 有 正 号 )。 风 为 很 如 ( 各) 带 着 负 号 由 现在 81 内 , 屠 
么 ， 势 对 时 六 的 变化 要 是 足够 快 的 话 《 碍 我 们 研究 的 时 间 站 司 以 
内 ), 我 全 总 能 够 使 (38 】 任意 大 而 使 8; 变 为 杷 对 值 任意 大 的 负 
是 。 因 此 ，&; 不 能 有 为 最 小 作用 基 原 更 所要 求 的 最 小 值 。 办 此 ， 
a 必须 是 负数 。 

a 的 数值 与 测 最 场 的 单位 的 选择 有 关 。 我 们 注意 ， 当 4 的 一 
个 确定 逢 以 及 测量 场 的 单位 选 定 了 以 后 ， 测 量 所 有 其 他 电磁 量 的 
单位 也 就 确定 了 。 

从 纲 在 起 ,我 们 将 采用 所 旬 高 斯 哩 位 制 ， 在 这 个 单位 制 中 ， 4 
大 一 个 无 量 网 的 最 ,其 数值 是 一 j 训 二。 

除 高 斯 单位 制 外 ,还 用 所 衫 海 维 赛 德 单位 制 ,其 沾 = 一定 。 
在 这 个 弟 位 钢 中 , 场 方 程 将 有 有 比较 便利 的 形式 ( 不 出 现 ), 但 是 在 
另 一 方 商 , x* 却 出 现在 康 命定 律 内 。 反 之 ,在 高 斯 单位 制 中 ， 场 方 
程 包含 着 ,但 是 库 命 定律 却 有 简单 的 形式 。 

因此 , 场 的 作用 量 有 下 面 的 形式 : 

Sj= re TD dQ = dndydsdr. (4-9) 


在 此 处 , 我 们 用 代 仍 了 dy 砚 ， 而 且 整 个 式 子 都 除 以 了 iec， 在 
三 度 形 式 中 ， 


1 TT 
$1= 人 性 (BE2:— HAV dt, (4-10) 


拘 旬 话 就 , 场 的 拉 格 衣 日 丙 数 龙 
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b= $ CE2— He ydF. C4~11) 
碟 巡 则 其 中 的 电 宵 的 作用 量 有 下 南 的 形式 : 


访 二 一 > § meds+ > $ Ada 十 1 Fe 《4 一 12) 

我 们 要 注意 ,现在 央 不 象 在 推导 一 个 电荷 在 税 定 场 内 的 运动 
六 程 邦 样 假设 志和 储 很 小 ， 央 此 ,二 及 Fiz 是 指 实 在 的 场面 闸 ， 这 
个 课 就 是 外 成 加 上 电信 本 各 所 产生 的 场 ; 现在 44 及 is 与 电光 的 
位 置 和 速度 有 关 。 


$4-3. 四 度 电 流 矢 最 
到 现在 为 止 ,我 们 只 考虑 了 点 电荷 。 在 自然 界 中 ,所 有 的 电荷 
实际 上 是 点 状 的 ,因为 如 在 $2-1 中 已 经 看 由 的 ， 每 个 基本 粒子 应 
当 看 作 一 个 点 ,而 每 个 复杂 粒子 起 由 许多 单个 的 基本 粒子 所 粗 成 。 
然而 为 了 数学 上 的 便利 ， 我 们 对 常设 下 电 荷 是 在 空间 速 秆 分 
布 的 。 这 时 我 们 可 以 介绍 "电荷 密度 2p, 使 phV 等 于 体积 QV 所 包 
合 的 电荷 密度 P 一 般 是 坐标 和 了 时间 的 西数 ,在 某 一 个 体积 内 取 的 
体积 分 pa 竺 于 该 体积 内 的 所 葵 。 
这 时 ,我 们 必须 访 起 ， 电 痊 实 际 上 是 点 状 的 ,因而 除了 点 电 井 
所 在 点 以 外 密度 前 是 堆 , 而 积分 《 ea 必须 等 于 在 给 定 体积 认 
的 所 有 电 肖 之 和 。 因 此 疡 可 以 利用 8_ 画 数 驴 写成 下 面 的 形式 ; 
p= eadCr ra), 1) 


过 
式 由 是 对 存在 的 所 有 电荷 求 和 ,而 Pa 则 是 电荷 ea 的 矢 径 。 按照 
6- 光 数 的 特性 ， 这 个 丽 数 除了 在 ?= P4 的 点 以 外 实际 上 都 是 雪 ， 


而 积分 $ear— > ed 
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式 中 右边 包含 所 有 在 输 定 体积 内 夺 在 的 电荷 。 

从 电 竺 的 定义 可 以 知道 ， 粒 子 的 电荷 是 一 个 不 变量 , 即 是 蓝 ， 
电荷 与 参考 柔 统 的 选择 无 关 。 另 一 方面 ， 军 度 吕 一 般 来 部 工 不 超 
不 变 的 ,不 变 的 仅仅 是 乘积 pgF 。 

用 dw; 乘 等 式 8 一 peF 的 两 边 得 

de dri= pAV dn = paV a 


ds 


左边 是 一 个 四 度 矢 其 (因为 do 是 一 个 标量 ， 而 gze 是 一 个 四 度 矢 
量 )。 这 就 意味 着 右边 也 是 一 个 四 度 矢 量 。 但 本 此 应当 是 一个 标 
量 ( 见 和 1-6》， 所 以 5 是 一 个 四 度 矢 量 。 这 个 矢量 (我们 用 ji 
来 表示 ) 称 为 四 度 电流 矢量 : 

太一 PE (4-14) 


地 5- 阴 数 本 ww 可 定 交 如 下 ， 当 J 关 0 时 ,2 二 从 当 有 二 0 时; 0) 二 必 ， 而 及 


中 四 
了 5(z ax 二 1， 


了 从 这 不 定 久 ,可 旧 推 世 册 下面 的 特性 : 假 各 六 4) 是 人 总 的 一 个 可 术 醒 数 ,那么 
了 rose-aas=rta 


其 中 一 个 特殊 情况 是 十 二 
f fC)aCo dw= F700) 


“及 然 ， 各 分 限 不 一 定 是 土 之 ， 积 牙 的 区 疝 可 具 是 任何 包 合 6 一 丙 数 不 为 屋 的 点 的 御 
曾 ?。 

我 们 再 写 出 两 个 二 ~ 罚 数 的 等 式 。 这 是个 等 起 的 圳 点 是 ， 汤 调 苘 左 有 两边 在 积分 
时 内 人 因子 时 粮 世 辣 样 的 六 果 : 


tC—2)=Br), daw)= le), 
类 似 于 定义 一 个 变量 + 的 红 z3， 我 们 可 皮 介 糖 -一 个 三 座 订 面 数 玉 PY)， 鞍 个 图 数 


除了 在 三 度 全 加 举 标的 原点 外 , 帘 是 窑 , 电 其 注 芭 锌 部 宪 辐 的 积分 值 基 1。 村 于 诸 样 -= 
个 蜗 数 ,显然 我 全 可 自用 生 积 纺 z CY )5Cs3 来 表示 。 
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这 个 估 的 曾 二 个 分 量 构成 “个 浊 4 通 空 间 的 矢量 ， 其 分 最 为 - 


ay dy | 
Py oy, pa, 也 . 束 足 矢量 


j=pY, (4-15) 

其 由 站 呈 在 答 定 点 的 电 药 的 速度 。 矢 量 了 称 为 电 演 密度 矢量 。 
四 庶 电 流 矢 量 的 第 四 个 分 星 是 iecp。 内 此 ， 

3 及 一 40D， (4-16) 

我 们 已 经 训 过 ,在 全 部 空间 的 总 电荷 ,等 于 积分 人 PaF (积分 
应 藤 远 及 们 部 空间 )。 我 伯 可 以 将 这 个 积分 写成 四 度 形式 , 

ear= 二 人 ia 一世 1 jes C4-17) 
其 小 积分 应 恋 道 及 整个 与 # 韩 亚丁 的 四 度 室 间 的 超 平面 (这 个 积 
分 显然 就 是 通用 整个 三 度 空间 的 积分 )。 

一 般 起 来, 通 及 一 个 任意 起 曲面 取 的 积分 让 《jd8: 是 因此 
电荷 的 和 ,这 些 电荷 的 攻 界 糠 通过 这 个 曲面 。 

我 们 米 将 电流 四 度 矢量 引入 作用 量 的 和 表示 式 〔4- 志 )， 妆 将 
该 式 中 的 第 二 项 进行 变换 。 按 本 节 所 述 ， 我 们 可 以 引信 以 密度 p 
速 千 分 布 的 电 敬 来 代 赫 点 电 帘 。。 这 时 显然 应 芒 用 二 (edeodp 
求 代 天 C(4-12) 中 的 第 二 项 ， 用 温 及 整个 体积 的 积分 来 代替 电荷 的 
和 。 将 二 人 p4idzudF 写成 二 和 pAidVat， 我 们 看 出 这 一 项 
等 工 


一 三 1 Aijidn. 


因此 作用 量 凡 取 下 面 的 形式 
S=— > mods— 和 Ai dn .1 | Fan, (4-18) 
§ 4-4. 过 竹 性 方程 


在 柴 - 一 个 体积 内 的 总 电荷 就 等 地表 及 这 个 体积 的 积分 pd7。 
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em 
一 方面， 办 位 时 间 内 的 变化 决定 十 跟 位 时 间 内 离开 这 个 体 
各 处 亲 的 时 ,或 者 区 这 素 由 古 划 入 这 个 人 各 的 
蘑 。 企 彰 信 时 间 内 名 过 包围 该 体积 的 曲面 的 面 元 好 的 电荷 等 于 
pV, 虹 ,此 处 了 是 电荷 在 面 元 性 所 在 的 空间 -点 的 述 度 ， 矢 最 对 
如 通常 一 样 , 沿 着 曲面 的 外 法 吉方 向 ,就 是 襄 沿 着 由 所 考虑 的 体积 
指向 外 面 的 法 简 的 方向 。 所 以 假如 电荷 窗 开 体积 ,PY*4f 为 正 ; 假 
如 电荷 进入 体积 ;PV-8f 就 为 负 。 因 此 ,人 乍 单位 时 间 内 次 开 输 定 体 
积 的 总 电荷 是 和 PY.at， 此 处 的 积分 必须 通 及 外因 这 个 体积 的 整 
个 封 阳 曲 面 。 
由 这 两 个 表示 式 相等 ,我 们 得 到 
及 Yearv= 一 8 pV¥eaf . (4-19) 


右边 出 现 了 人 负 信 ,因为 假如 在 一 个 粮 定 体积 内 总 电 葡 增加 的 话 , 左 
边 就 是 正 的 。 方 程 (4-19) 称 汶 术 镇 性 方程 ， 这 个 方程 是 用 积分 形 
武 来 表示 电荷 守恒 的 。 注 意 到 PY 起 电 流 密 廊 [ 见 (4-15) 式 ]， 我 
伴 可 以 将 (4-19) 改 写 汐 

喜人 pdV = $ jaf, {4-20) 


我 们 再 来 将 这 个 方程 写成 微 秀 形 式 ， 为 此 ， 我 们 引用 高 斯 定 
理 到 (4-20) 式 的 右边 : 


1 j-af= 1 divjar. 
将 上 式 代 人 (4-20) 式 ,我 们 得 到 人 (divj+38 jar=o。 因为 


这 个 方程 对 于 在 一 个 任意 体积 上 上 政 积分 抑 是 有 效 和 的 ， 所 以 被 积分 
画 数 必 须 为 需 ; 


div j 十 SP =0. (4-21) 
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这 不 是 过 和 蒜 性 方程 的 微分 形式 。 
很 容易 证 实 ;P 的 5- 图 数 (4-13) 自 动 地 满足 方程 (4-21)。 为 
简便 起 见 ,假设 总 共 只 有 一 个 电荷 ; 则 
p= ed FP— Po), 


这 时 电流 3 是 
j=eVd(Cr— ro). 

此 处 是 电荷 的 速度 。 现在 我 个 米 确定 导数 29。 岂 荷 运动 时 ， 

它 的 毕 标 要 改变 , 即 矢 最 mm 要 改变 。 所 以 


9p_ op .APo 
NH 
2 , 
但 是 2 恰 是 电荷 的 速度 Y。 此 外 ,因为 是 P-- Po 的 画 数 ,所 以 
.20D -2 
3p op’ 
因此 3- 一 Yograd P 一 一 divgpY) 


(电荷 的 速度 Y 当然 与 P 无 关 )。 因 此 ,我 们 得 到 了 方程 (4-21)。 
很 容易 孝明 , 连 种 性 方程 (4-21) 写 成 四 度 形式 则 为 
六 =0. (4-22) 
在 上 一 节 中 我 们 已 经 看 出 ， 在 全 部 空间 的 总 电荷 可 以 写成 
过 71434 这 个 积分 应 肪 去 及 超 平面 ww 一 沉 数 。 在 另 一 瞬间 ， 总 
也 桨 由 这 样 一 个 和 分 必须 通 及 与 z， 吊 秋 歇 的 另 一 超 在 面 的 积分 
输出。 很 容易 证 明 ， 方 程 (4-22) 实 际 .上 可 导出 电 桨 守恒 定律 ， 名 
不 花 我 站 在 那 一 个 超 平面 wm 一 常数 上 取 积 分 ,积分 《juaS。 都 是 
一 样 的 。 存 两 个 这 种 超 平面 上 的 积分 人 jadS; 之 差 ， 可 以 写成 
第 fas。 此 处 的 积分 是 沿 整个 甘 闭 的 超 田 面 而 取 的 , 而 这 个 对 
六 的 是 曲 面 是 包围 着 我 四 所 考虑 的 两 个 超 平面 之 间 的 四 度 体积 的 
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[这 个 积分 与 所 求 之 差 的 差别 是 一 个 沿 无 窃 远 的 “和 侧 * 面 (也 是 超车 
面 ) 的 积分 ,但 是 在 元 穷 远 处 没有 电荷, 所 以 这 个 积分 为 需 ) 利用 
站 斯 定理 (1-35) 我 们 可 以 将 这 个 税 分 转换 为 一 个 通 及 两 个 超 平 面 
之 于 的 四 度 体积 的 积分 ,再 利用 (4-22) 虐 证明 了 


§ j= $ d=0. (4-28) 

上 而 的 证 明 很 明显 地 对 任意 两 个 积分 人 idS: 都 是 有 效 的 ,此 

处 的 积分 起 尘 及 任意 两 个 无 限 超 表 次 《不 仅 是 超 不 商 #4 二 常数 )) 

每 个 起 表面 部 包括 整个 (广度 ) 空 间 。 由 此 得 到 下 天 的 精 论 ， 即 积 

分 人 ji48* 不 管 是 沿 关 那个 这 样 的 超 昌 而 而 取 的 ， 其 值 实际 上 
是 相同 的 。 


和 4-3. 第 二 对 麦克 斯 草 方 程 
在 利用 最 小 作用 量 原理 来 求 场 方 程 时 ， 我 们 应 当 超 为 电荷 的 
运动 为 已 向， 而 只 次 分 声 ， 由 只 变 分 势 ; 另 一 方 曾 , 在 求 运动 方 程 
时 ,我 们 及 认为 增 为 已 知 ; 而 只 变 分 粒子 的 坝 道 。 
所 以 C4-18) 式 中 第 一 项 的 变 分 是 零 , 而 在 第 二 项 中 ,我 们 不 能 . 
次 分 电流 js。 因此 ， 


= (flisjs4.— 1. 3 
58= 作 吉 74: i CF ?jao= 


一 王仁 841 一 Rs en=o. 


将 Fr=94r/3wi 一 944f9zy 代 大 ,我 们 损 得 到 


9d: 3A4i 加 
89= 人 让 位 和 84， A -34:)}en= 
一 1 - ， 一 1 9 1 
| A gr To + amr Arrdt. 


在 第 二 项 中 ,我 们 将 指标 : 辐 & 交 换 ， 其 中 万 是 求 和 指标 ;此 外 
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用 一 2 代 葵 Fa， ,十 龙 我 们 得 到 
BS 一 人 了 1 064; 十 Pu he 


将 第 二 项 作 部 分 积分 ， I 就 是 应 用 高 源 定 理 : 


{ls .ll oFrlsAdn 
te J 4 Bp ’ + 


. [ 
一 £ i 3 941 
ta ep * (4-24) 


在 第 二 项 中 ， 我 们 应 当 取 它 在 积分 限 上 的 值 。 坐 标的 积分 限 是 在 
无 穷 远 处 《办 为 我 们 所 考虑 的 是 整个 场 )， 在 无 穷 远 处 的 电 为 需 。 
在 时 间 的 积分 限 上 ， 喜 是 在 输 定 的 初 明 间 与 本 盟 间 ， 势 的 变 押 为 
零 , 因 为 按照 电 小 作用 量 原 理 的 意思 ， 场 在 这 两 个 瞬 关 是 答 定 的 。 
因此 ;,(4-2 叶 ) 式 中 的 第 二 项 为 短 , 从 而 我 们 得 到 


1 6 jl 34 AQ=0. 


8 Uc Tar x 
因为 按照 县 小 作用 竖 原 理 的 意思 ,并 分 341 是 任意 的 ;所 以 654; 的 
系数 应 当 等 于 盐 : 


oF dr (4-25) 


Bare 
这 四 个 方程 (i= 1 2，3，4) 是 塞 为 四 庶 形 式 的 第 二 对 贮 克 斯 章 方 
程 。 我 们 现在 来 生出 它们 的 三 度 形 式 。 第 一 个 方程 人 =1) 是 


OF | DFig os 1 Da _ dx, 
Bm dy ax iec di 6 


将 (3-54) 式 的 Pw 的 分 昌 秆 代入 ,得 到 


9H, Fy 1 aK, dm 
By Bz FA ce ’ 


这 个 方程 连 癌 :2 8 的 两 个 方程 可 以 写成 一 个 矢量 方程 
rotH=— 二 十 一 一 {4-26) 
最 后 ,第 四 个 方程 性 二 #4) 古 


十 
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和 
或 div E=47p, (Cd-27) 
方程 《4-26》 及 C4-27) 是 四 矢量 轨 成 的 第 二 半 麦 殉 斯 某 方 
程 中 。， 和 第 -一 -对 麦克 是 草 方 程 - -起 ,它们 完全 确定 电磁 场 是 电磁 

场 理论 ;或 如 通常 所 说 ,是 电动 力学 的 基本 为 程 。 
更 在 我 们 来 将 这 些 方程 写成 积分 形式 。 在 某 一 个 体积 上 积分 
C4-27); 应 用 高 斯 定理 
$ div E dy = § Eat, 


我 俏 得 到 
和 E.G 一 4 《 pay. (4-28) 
因此， 电场 道 过 一 个 土 阅 出面 的 道中 等 于 47 乘 曲面 所 包围 的 体 
积 内 的 总 电荷 。 
在 一 个 非 封 男 东 面 上 积分 (4-26] 应 用 斯 托 克 斯 定理 
§ rot H. ef = § Hai, 


我 们 得 到 
4 Ha BE 本 十 (joedt, (4-20) 
我 们 称 1 2E. _ 
， 2 of C4-30) 
这 个 星 为 "位 移 电 广 ” 从 (4-29) 的 下 面 的 形式 : 
4 1 2F 、 
和 aa 人 人 (+ 由 入) C4-31) 


我 从 知道 ， 科 场 绕 着 任何 并 曲 辜 的 环流 等 十 罕 过 此 闭 曲 灶 所 包 圈 
之 曲面 的 芙 实 电流 与 位 移 电 流 之 和 乘 4r/e， 


全 ” 吉 直 斯 韶 乒 程 应 月 于 昌 竺 由 电磁 昌吉 同位 于 其 中 的 … 小 点 电 攻 的 形式 是 由 
渚 偷 荔 定 出 舶 。 


38 第 由 章 上 易 方 程 


从 麦 史 斯 过 方程， 我 的 可 以 得 到 已 约 知 道 的 速 入 性 方程 (4 
217)。 取 (4-26) 式 区 边 的 散 度 ,我 们 得 对 


>» 了 Bj.: 7 
十 H 二 、-. 一 YY -一 .~ 
Biv ro 六 div E+ 5 div 了 


但 是 按照 (4-27) 式 div rot H 一 0， 而 div =4mp。 因此 我 们 及 重 
新 得 到 了 方程 (4-21)。 在 四 度 形式 中 ,从 C4-25) 式 我 们 可 得 到 
oP _ 47 DFt 


DBziaot NO Dp’ 


但 是 因为 Fis 的 反对 称 往 ;用 一 Prt 代 蔡 下 xn， 再 将 指标 交换 则 得 
DF DPy: 92pip 


BE BvDm Baws! 
从 这 个 方程 可 以 得 由 9/3aai9sx 一 人 和， 于 是 我 们 得 到 了 写 为 四 度 
形式 的 连续 性 方程 (4-22)。 


$4-6. 能 量 密度 和 坡 印 外 杀 县 


我 们 用 于 乘 C4-26) 式 的 两 边 , 用 瑟 乘 (4-1) 式 的 两 边 ， 青 将 挤 
得 的 方程 相 加 ,岂可 得 


一 “小 也 一 CH.rotB— E.rotH). 


应 用 众所周知 的 矢 茧 分 析 公 式 


divCax bb’= b.rota— a.roth, 


我 们 改写 这 个 方程 如 下 : 

二 Et) TE diviExHY 
或 a( TE )- 一 1.8 ~ div Ss, 《4-32] 
矢量 S=.° ExH (4-33) 


TT 
称 为 坡 印 廷 矢量 。 


人 6 能 重 密 麻利 波 印 娃 矢 最 8 
将 (4-82) 在 一 个 体 各 上 积分 ， 并 在 右边 第 三 项 中 应 用 高 斯 定 
理 ,期 我 们 得 到 


of E+tH Op — Vie ar Sdf, (434) 
at TT 


假如 积分 是 通 及 整个 空间 ,于 么 ， 耐 积分 就 等 于 零 (因为 在 无 
穷 远 处 场 为 需 )。 此 外 ,我 们 可 以 用 对 所 有 电 葵 求 和 的 式 子 > ev 
来 表示 积分 Ja7, 关 按 (8-18) 式 ,将 


eye = Bn 


代 和 大 (此 处 gen 一 ?02/1 一 213), 那么 (4-34) 式 化 为 
9 二 Ed 十 > pro = (4-357 


因此 ,对 于 一 个 包括 电 补 志 及 在 增 内 的 粒子 的 于 人 台 系 ,上 耐 方 
程 括号 片 的 基 是 守恒 的 。 插 号 内 的 第 二 项 是 全 部 粒子 的 动能 【还 
包 描 岂止 能 方 因 喧 第 一 项 就 是 场 本 身 的 能 量 。 因 此 ,我 们 称 


a 
We 竺 下 (4-36) 


为 电磁 场 的 能 量 密度 ; 它 是 场 的 每 一 个 单位 体积 内 的 能 量 。 
假如 我 们 在 任何 一 个 用 限 体 积 上 积分 ,于 和 和 中 ) 式 中 的 面 
积分 一 般 不 等 于 需 , 因 测 我 们 可 以 将 这 个 方程 写成 下 面 的 形式 


E?+ H? 
齐全 二 十 和 Sra) = -9 Seaf, C4-37) 


其 中 括 内 的 第 二 项 的 求 和 仅 涉及 所 考虑 的 体积 内 的 各 粒子 。 上 
式 的 左边 是 场 与 粒子 的 总 能 量 在 单位 时 间 内 的 变化 。 因 此 ， 积 分 
和 Sat 必须 知 为 是 经 过 包 国 煞 定 体积 的 由 面 的 场 能 量 的 通 量 ， 内 
而 破 印 廷 矢 基 8 就 是 这 个 通 其 密度 一 一 在 单位 时 尚 内 流 过 曲面 的 
单位 面积 的 场 能 虽 @ 


四 我 阅 岩 定 , 在 那 -瞬间 ,所 研究 体积 之 表面 本 身 了 无 粒子 ， 癌 果 丰 是 落 拌 ， 那 
么 ,在 有 演 左 当 和 包括 罕 过 曲面 的 粒子 的 能 量 的 通 其 。 
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$ 4-7, 能 量 - 冲 是 线 量 
在 上 一 节 中 我 恨 已 经 求 出 开矿 场 能 项 的 表示 式 。 现 在 我 们 末 
求 出 这 个 式 子 及 乾 的 神 量 的 四 度 形式 。 为 简便 起 地 ， 我 们 现在 只 
考虑 无 电 估 的 电磁 场 。 为 了 以 后 前 诬 用 (对 于 引力 疡 的 应 用 )， 也 
汐 了 简化 计算 ,我 们 在 一 般 形式 下 进行 推导 ,而 不 将 体 丢 的 具体 类 
型 特殊 化 。 央 此 我 们 考虑 一 个 任意 体系 ， 它 的 作用 量 杭 分 为 


六 一 [Ce 2 ava | AdQ, (4-38) 


其 中 A 是 一 些 量 gg 是 用 米 描 写 这 个 体系 的 ) 和 尼 们 对 坐标 及 时 
间 的 第 一 阶 导 数 的 扑 一 个 两 数 ( 对 于 电 破 场 而 昔 , 四 度 荔 的 分 量 就 
是 这 些 基 @7; 为 简便 超 兄 ， 这 里 我 们 只 写 了 -一 个 g。 我 们 应 注意 ， 
空间 积分 人 AdT 中 这 个 体系 的 拉 格 朗 唱 两 数 ， 所 以 & 可 以 事 为 
是 拉 格 归口 涂 数 的 “密度 "。 体系 的 陛 合 性 的 数学 表示 是 A 不 明 
显 地 与 ze 有 关 , 这 同 阴 合力 学 体系 的 拉 格 衣 日 画 数 不 明基 地 与 时 
间 有 关 相 类 似 ， 

按照 最 小 作用 垦 原 理 ,运动 方程 (假如 我 们 猎 究 革 种 场 ， 它 就 
是 场 方程 ) 可 以 变 分 & 来 得 到 。 我 们 有 (为 简便 起 匈 ， 我 们 用 符号 
9 i=09 /90%1), 


38 =— 1 q+ \ 59, 1) an= 


9 BA 
-3 (了 9) 一 5 可 和 =-o 


舞 积 分 画 数 内 的 第 二 项 经 过 用 高 斯 定理 变换 后 ， 在 整个 空间 内 于 
积 今 将 等 于 需 , 如 是 我 代 屋 得 到 下 面 的 “运动 方程 ” 
DB oA 83A 
Dri Bq 39 
(当然 应 当 在 重复 的 指标 i 上面 求 和 )。 


(4-39) 


了 47 能 司 - 冲 质 生 最 他 


其 余 的 推 导 与 在 力学 中 推导 能 守恒 定律 的 过 程 宙 似 。 亦 郎 


写 出 
OA _ 9A 29 DN oqr 
Bs gg Br: Dg Avi 
将 C4-89) 式 代入 ， 才 注 写 39, gai 一 001aatath 一 99,175xr， 我 全 


便 得 到 


3A_ 3 (让 je a 329: 9 {0,34 
Dm Hei\ Bg Bg Boe dor\ Hg) 


另 一 方面 ,我 们 可 以 写 3 全 = Bt 从 ,所 以 


34 32924,, 
Dry 上 Dry Da ” 


5 引用 符号 四 证 一 OxA—g, cB {4d-40) 
我 们 可 以 将 上 面 的 关系 式 号 成 

Tip 

二 人- fd4-413 


我 们 应 注意 ;假如 个 是 一 个 而 有 儿 个 盟 ?那么 ;代替 (4-40) 
我 们 可 以 写 
T= GrAC— De 3 Sy. (4-49) 


但 是 在 $4-4 中 我 们 已 径 看 出 , 广 积 34:/2ae=0, 亦 即 一 个 和 
最 的 四 度 散 度 等 于 零 , 就 相 兴 十 说 这 个 矢 鱼 在 超 册 而 (这 个 起 出面 
包括 整个 三 度 空间 ) 上 的 积分 Ads 守 局。 显然 类 伺 的 精采 对 
于 一 个 张 最 的 散 度 也 是 成 次 的 。37 09/3 一 0 这 个 万 程 绞 相当 于 
瑶 ， 以 Pw 在 超 曲 而 上 的 积分 

Pi 一 常数 x Pd8s 

为 分 蝇 的 欠 量 Pi 是 守恒 的 。 

可 以 把 这 个 矢量 看 作 是 体系 的 四 庶 神 量 矢量 。 我 们 可 这 样 来 


92 第 四 章 ” 场 方程 


选择 积分 号 前 商 的 常数 ,使 矢 晤 Pt 的 第 四 个 分 量 按 昭 前 面 的 定义 
等 于 这 个 体系 的 能 草 乘 以 i/ce。 为 此 ， 我 们 要 注意 ,如 果 在 超 平 而 
4 二 常数 ， 4 训 以 写成 下 硬 的 形式 : 

PP 一 常 数 《 TwdS 一 常数 wdT， 


一 方面 ? 按照 (4-40) 式 3 


Tu gH tA (4:=%) 


这 个 量 同 通常 的 联系 能 量 与 拉 格 姑 日 面 数 的 公式 折合 ， 它 应 
当 被 贸 为 足 体系 的 能 量 密度 。 因 此 一 人 PadT 就 是 体系 的 总 能 量 。 


所 以 我 们 应 当 使 常数 = 一 一 ， 最 后 我 们 得 到 体系 的 四 度 冲 莉 表 示 
起 


Pi= — 二 人 C4-43) 


张 量 Tw 称 为 体系 的 能 景 - 冲 量 张 量 。 
必须 指出 ， 张 量 Tw 的 决定 实质 上 不 是 唯一 的 。 事 实 上 ， 在 
由 方程 《4-40》 所 定义 的 张 量 Pa 上 ， 我 们 还 可 以 加 一 个 形式 如 
30, 中 wt 的 量 , 此 处 的 由 mt 是 任意 一 个 对 加 7 尖 指标 的 为 友 对 称 的 
张 量 。 炎 过 这 样 的 安 化 后 ,新 张 量 Tw 还 能 满足 方程 (4-41)， 因 
为 ginrj3mx9m4=0。 体系 的 四 度 总 动 让 ，P* 在 这 种 情况 下 一 般 
是 不 改变 , 因为 按照 (1-36) 我 人 可 以 写 
(oat 


此 处 ,等 式 左 边 的 积 务 是 涡 及 一 起 曲面 , 而 右边 积分 应 通 及 “包围 ” 
此 起 曲面 的 ( 普 道 ) 上 曲面， 这 个 曲面 在 三 度 空间 中 显然 是 在 无 劣 远 
处 ,而 因为 场 或 粒子 在 无 益 远 处 部 不 存在 ,所 以 这 个 积分 为 需 。 
此 体 柔 的 四 度 冲 量 是 唯一 岂 定 了 的 感 。 为 了 唯一 地 确定 张 量 了 et， 
我 们 可 以 利用 这 样 一 个 茶 件 ; 邹 体 系 的 四 度 补 量 第 版 量 ( 导 生 23-67 


了 4 龙 贡 . 冲 昌 绰 有 最 _ 3 


可 借 有 荔 于 下 式 用 四 度 溃 最 来 表 法 

Min = fear aero-- 一 Lee 一 2 人 ES Cd-44) 
俩 是 规 , 不 但 是 体系 的 总 冲 量 第, 而 且 还 有 它 的 “密度 "都 可 按 普 通 
公式 以 章 艇 的 * 寓 度 "表示 之 。 
很 径 易 确定 能 量 - 冲 量 张 量 应 当 满 忠 些 什么 条 件 ,二 能 作 到 这 


点 - 
如 我 们 已 经 知道 的 , 冲 量 往 守 恒定 律 可 以 用 在 好 as 的 积 好 导 
内 的 式 子 的 艇 度 等 于 霉 来 表示 。 央 此 
Ce — Te 0. 
注意 到 3%4/9%r = 5io 而 974:/9z1=0, 我 们 可 由 此 得 到 
OurTk — Sori = Tp — Tiy = 0 
或 Ti = Pri, C4-45) 
即 能 最 - 溃 景 张 量 必须 是 对 称 的 。 : | 
我 们 妆 注 总, 一 般 地 吉 ， 用 公式 (4-40) 定 义 的 Tw 寿 不 是 对 称 
的 ,但 是 如 上 了 象 EE ? jon 这样 - 一 个 式 子 以 后 ; 束 可 使 它 变 为 一 个 
对 称臣 量 , 炎 sz 当然 要 合适 。 
以 后 (8 11-4) 我 们 可 以 看 出 ， 有 一 个 直接 的 方法 去 求 得 一 个 
对 称 张 量 富 wx。 上 向 已 轻 襄 过 ,假如 我 们 将 (4-43) 的 积分 在 超 平 商 
二 常数 于 进行 ;那么 ;Pi 碟 取 下 曾 的 形式 ; 
Pi= - Pay, (4-46) 


此 处 的 积分 通 及 整个 (三 度 ) 宝 间 。 妍 然 Pi 的 罕 间 分 量 构成 体系 
的 三 夭 冲 量 矢 基 而 且 猎 然 时 间 分 是 是 它 的 能 基 乘 以 ije 那么 分 量 
一 上 Ye 可 以 称 为 " 冲 量 密度 "， 而 一 ?us 则 称 为 “能 基 密 度 ( 就 是 
单位 体积 内 的 冲 量 与 能 理 )。 

为 了 有 明白 人 Ti 的 其 余 分 量 的 意义 ， 我 们 将 守恒 方程 4- 各) 写 
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成 二 度 形 式 : 
1 2,s 回 ae _ I OP rs — _ 
和 区 (4d7) 


人 从 第 一 个 方程 得 到 
| Tu + gy =0, 
用 高 斯 定理 变换 第 二 个 积分 * 划 得 
-9 PudV =ie Td fa, (4-49) 
此 式 右 边 的 积分 应 荐 在 包围 体积 了 的 曲 夯 上 取 。 左 边 的 式 子 是 体 
积 玉 中 所 仿 的 稻 量 随 寻 国 的 改变 率 ， 因 此 ， 右 边 的 式 子 显然 是 穿 
过 休 积 FF 的 边界 面 的 能 最 ,而 一 ie7Tsw 则 是 能 量 通 量 窗 度 一 一 好 位 
时 间 风 穿 过 哩 全 面积 的 能 重 。 办 此， 能 的 通 量 密度 等 于 定量 密度 
琵 以 履 
人 我 们 可 同样 地 求 得 
2 900 Te) a7 = sl。 (4-49) 


式 子 的 左 当 是 左 在 位 肝 间 内 ,在 体积 了 内 的 体 柔 的 部 量 变化 ; 所 以 
外-o2fs 该 是 在 单位 时 间 内 从 体积 了 窜 出 来 的 冲 量 , 而 sa 则 是 
冲 量 的 通 量 密 庶 。 能 量 的 通 量 窗 庶 是 一 个 矢 蔓 ; 因为 冲 量 的 通 量 
本 身 是 一 个 矢量 ,所 以 囊 量 的 通 量 密度 必须 是 一 个 张 量 (这 个 张 量 
的 分 量 Ys 是 在 单位 时 浊 次 穿 过 重 直 于 ws 轴 的 单位 面积 的 冲 量 
的 a 分量 )。 


$4-8. 电磁 场 的 能 量 - 冲 县 张 量 
现在 我 们 来 应 用 前 节 所 得 的 一 般 基 有 系 到 电磁 场 中 。 对 许 电 磁 
场 ,C4-38) 式 中 积分 号 内 的 器 ,按照 (4-9) 式 ,应 该 等 于 


1 a 1 DAdr DA 名 
A 167 Ps 一 


hr 


$ 4-8 沁 磁 场 的 右 站 ~ 溃 寻 张 及 人 


9 这 些 瑟 尽 声 的 四 度 势 怠 分 景 4 代 人 张 量 Tix 的 定义 (dd2) 
内 ,可 得 


为 了 计算 此 处 出 现 的 4 的 导数 ,我 们 来 求 变 分 5A。 我 们 有 


At di aA: adr 
dA= -二 (之 - Dr js 人 2)- 
本 1 dd: so 
上 入 :5 6) 
葡 换 指标 工 利 用 识 1 = 一 Fr, 则 得 
8A= hh 5947 
Er 
由 此 可 见 ， 3A 1 
BAR 一 一 人 
2) 
因此 Ta 一- 3 Fr -np 
本 本 > 。 LT - 号 .4 
了 人 人 基于 半 :及 5 击 称 玫 四 轴 天 二 2 


到 这 个 式 子 上 ,这 一 项 具有 导数 et 的 形式 ,因为 

ee 
( 控 照 才 克 斯 音 5 (4-25)， 在 没有 电 蓓 的 点 上，9fr:/ 9x1=0), 
因此 ,正如 上 一 节 所 壕 , 这 一 其 实际 上 可 以 加 到 能 量 - 神 曹 张 蔓 上 。 
饶 然 34rreat 一 92diy13axr 一 Air 暑 么 我 四 可 求 得 电磁 场 能 量 - 冲 量 
张 量 的 表示 式 


1 + 1 
74=( PB 3 Fin ). C4-50) 


很 容易 鞍 明 ， 电 磁 电 的 张 量 Y 了 x 满足 Tip 二 Tii; 此 外 ， 它 还 有 
一 个 特性 ,就 是 对 角 线 了 上 上 的 项 之 和 为 浅 : 
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于 一 个. (Cd-51) 
更 在 我 们 用 电场 和 磁场 来 表示 张 量 ?ez 的 分 量 。 利用 Fx 的 
分 量 的 表示 式 C3-54), 很 窒 易 求 得 Ti 的 表 :E 式 如 下 。 


1 I 
T= (- Bala — HeHe + (B+ EP)S,4 ), 


Ye 一 二 Su， Tai= —W, C4-62) 


式 中 印 一 去 《( 瑟 + 印 ) 是 场 的 能 最 密度 ,人 而 $= 上 x 了 H 则 是 坡 
印 廷 矢量 。 三 度 张 其 Pus 称 为 去 克 斯 蔷 应 力 张 最 。 

到 现在 为 止 ， 我 们 只 考虑 了 没有 电 襟 存在 的 场 。 殷 如 有 粒子 
存在 ,那么 , 场 和 粒子 的 总 能 量 和 总 冲 量 就 等 于 场 的 能 量 和 冲 量 与 
各 个 粒子 的 能 量 和 与 种 其 和 , 航 是 稚 , 四 度 总 冲 蔓 是 

P;= -39 TaxdSz 十 > pi, (4-58) 


式 中 Pi 二 mewi 是 粒子 的 四 度 冲 量 , 而 求 和 时 则 底 亦 包括 场 内 所 有 
的 粒子 。 写 成 三 度 形式 的 声 和 电 答 的 总 溃 量 吓 


{+S 
而 总 能 量 有 是 《 Wap+ >. 


不 难 证 明 ， 搂 照 (4-53 式 所 定义 的 Pi 确实 是 守恒 的 。 下 而 
我 们 来 旗 算 矢量 P 在 时 间 性 内 的 变化 &Pi。 我 何 可 以 用 与 在 
$4-4 中 求 电 荷 变化 的 类 似 方法 求 之 。 在 某 一 睡 间 是 Py 可 由 公式 
(4-53) 来 决定 ， 公 式 里 的 积分 源 及 整个 超 平 而 {二 常数 。 在 t+dt 
的 瞬间 ，P; 可 由 同一 个 公式 决定 ， 公 式 中 的 积分 现在 源 及 超 平面 
i 寺中 二 常数 ， 而 粒子 的 冲 量 基 是 在 {十 本 瞬间 的 冲 量 。 在 这 两 个 
超 平 面 上 的 积分 2adist 之 差 可 以 写成 积分 全 Pass 的 形式 ， 
这 是 一 个 通 及 包围 这 两 个 超 平面 阅 的 四 度 体积 的 超 曲面 的 积分 


§ 4-9 让 磁 议 的 紫 是 -~ 症 量 强 量 7 


《在 无 穷 远 处 , 场 等 于 需 , 内 此 在 “边界 万 曲面 2 上 的 积分 为 零 ) 因 
此 ， 


a&P:= -9 Ti Sy Saps 


用 高 斯 定理 ,出 


dP:= -| 2 gn+ > dpi, 《4-54) 
性 { 施 关 


公式 中 的 积分 是 混 及 两 个 相距 无 穷 近 的 超 乎 面 间 的 四 度 体 积 。 
C4-54) 中 的 第 二 项 可 以 利用 电 蓓 在 场 内 的 运动 方程 (3-52) 变 
换 之 ， 朗 利用 


将 此 式 乘 以 ds, 则 得 


要 及 ;一 一 一 了 了 add 一 一 一 a EE ht. 


如 [大 电荷 密度 p， 册 交 人 
dpi < 人 phi ar=s( Pir jd, 
此 处 加 是 四 度 电 流 矢 量 。 人 得 是 这 个 式 子 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


Sp:= 让) Pujan, 
式 中 的 积分 所 涉及 的 体积 与 (4-54) 式 中 第 一 填 所 涉及 的 体积 相 
同 。 因 此 ， 


Ti 1 
人 PP 一 一 一 二 低 Bz. 十 Ej ja. 


另 一 方面 ,利用 麦克 斯 章 方程 可 以 诈 明 被 积 委 丙 数 为 雳 ,因此 
QP; 为 过 ， 就 是 襄 ， 避 确实 是 守恒 的 。 为 了 证 有 明 这 一 点 ， 我 们 用 
《4 的 ) 式 写 出 

-二 (一 骂 ee 


下 2aF Tm Par Se 
一 。 
-二 ( 2 Ov: Pont ta 
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将 址 克 斯 意 太 程 C(4-5) 及 (4-25), 好 
Dr = 及 DFE oFnt air 


OWE tt Bx: Br dvm’ 


代 人 , 插 取 着 张 量 Fis 是 反对 称 的 , 则 得 到 


已 8 让 工 1 a 1 DFir 
-os Fr 加 _ Ei jh 
Dr 去 ( Dvr Im 十 人 Op 7 rm 十 
DF 
+ a -和 pe 


变换 指标 很 容易 证 明 , 右 边 前 三 需 相 互 消 掉 了 ;因而 我 们 得 到 

了 所 要 求 的 咎 果 : or ， 

a = 一 二 Pur jk, (4-55) 

这 个 方程 臣 广 程 (4-41) 的 推广 ， 是 电 三 声速 同 其 中 的 粒子 的 能 量 

守恒 及 冲 量 守恒 定律 的 数学 表示 。 此 方程 的 第 四 个 , 很 容易 验证 ， 
则 方程 (4-32) 一 样 : 


习 是 


1， 求 下 磁场 能 旦 - 冲 显 强 最 的 主 值 。 
解 ， 站 芝 一 个 溥 标 茜 中 ,如果 玉 同 昌 是 平行 的 , 郑 么 ， 强 最 Tiw 在 这 小 级 标 时 
靶 中 将 取 对 角形 式 , 徙 时 
一 荆 1 一 荆 0 二 了 8 一 一 人 id 二 班 
《二 四 是 治 着 加 的 方面 。 
假如 豆 同 再 机 后生 过， 芭 纶 对 值 相等 , 那 和 去 ， 居 就 不 能 化 为 对 镜 形 式 。 在 这 称 
情形 ,TE 的 不 为 零 的 分 居 是 
-T=T= 
“三朝 是 消 着 马 的 方向 ,上 轴 基 涪 着 各 的 方向 )。 .. 
3， 求 电磁 声 的 能 乔 - 冲 基 张 量 的 分 丑 的 洗 丛 部 变 扩 公民。 * 
逢 : 从 一 般 公 式 C1-29) 丙 (293 我 们 得 到 
Tax 一 -3 B82 十 De WW } Tyy= Toy, Tys= Ty, 
os 
Pay= /2 vit Ls ), So [Ss(1+ EE ) + PT+Pzse] 
局 号 一 
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Sy= 国电 -《 一 区 人 
Ts 


-， ， 戎 2 
让 


及 对 于 5s 了 re 了 ss 的 类 供 的 公式 。 


$4-93. 炎 里 定理 

访 我 们 未 研 究 一 个 答 此 泡 有 相 豆 作用 的 粒子 体系 。 引 用 以 机 
应 的 方法 确定 的 能 莽 - 神 硬 线 基 :可 以 把 体系 的 四 度 总 冲 量 写 为 四 
度 形 式 ， 汐 此 ,我 们 用 “ 搞 到 密度 ”来 描述 里 虽 企 空间 的 分 布 ,这 就 
象 我 持 用 电 华 密 麻 水 描 述 点 电 背 在 空间 前 分 布 一 样 。 贞 与 电荷 密 

度 公式 (4-134 相 亿 的 公式 ,质量 密度 可 以 写成 下 夯 的 形式 : 
= > madtp— Ps), (4-561 

4 


式 中 的 ?4 是 粒子 的 矢 径 , 求 和 是 对 这 个 体系 中 的 所 有 粒子 进行 。 
粒子 的 < 四 度 冲 量 密度 "有 kuous 的 形式 。 我 全 知道 这 个 密度 
是 能 量 - 冲 量 张 量 的 分 贡 一 二 Tau 序 mu= 一 iuezuis 但 是 质量 


密度 所 是 四 度 矢 重 妇 “2 的 时 期 分 量 ( 同 电光 密度 相似 ， 见 
$4-3)， 因 此 ,一 个 徙 此 省 有 相互 作用 的 粒子 体 系 的 能 量 - 神 旦 张 


量 是 


Ta mE ou wl (4-57) 
这 个 张 量 是 对 称 的 ,和 它 也 应 读 蚌 对 称 的 。 

求 契 量 - 神 共 吃 昨 (4-57) 式 的 对 角 各 上 的 项 之 和 ; 妇 2 这 
个 量 , 我 们 得 到 


Tit= ouside = 一 cg 


将 =0 V1 一 jC 及 所 的 C4-56) 式 一 并 代 大 ,我 们 得 到 
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1 一 一 > mo] 1— Cr—rs). (4-658) 
过 

出 此 可 的 0。 

很 容易 证 明 ，(4-58) 式 对 于 任何 彼此 相互 作用 的 带电 粒子 体 
双 是 上 攻 黎 的 。 素 实 上 ， 这 种 体系 的 能 量 - 神 量 张 量 可 以 写成 张 量 
(4-57) 问 这 些 粒 子 所 产生 的 电磁 场 的 能 基 - 冲 量 张 一 之 和 。 但 是 
对 十 电磁场, 我 们 常 有 了 ii= 003 8) 因 外 ,我 位 王 实 了 ， 对 于 任 
何 物理 系 竺 ， 
， 了 SO Cd-59) 
- 帮 且 式 中 的 等 号 仪 对 于 没有 电 菜 存在 的 电磁 场 宁 成立 。 

现在 我 们 考虑 这 样 一 个 带电 粒 了 体系， 当 它 个 在 和 运动 的 时 候 
表征 它们 的 所 有 的 量 C 兴 株 , 神 量 ) 都 在 有 限 范 园 内 变化 ; 这 样 的 运 
动 称 为 似 敬 定 运动 。 屡 我 们 米 确 定 这 个 体系 的 总 能 基 轴 的 时 疝 平 
均 信 。 为 此 ， 我 们 取 C4-47) 式 中 的 第 二 个 方程 的 时 阳平 均 慎 。 在 
. 求 平 均值 的 过 程 中 ;我们 必须 访 住 ， 导 数 37%4j3i 的 平均 值 ， 正如 
任何 有 和 界 画 数 的 导数 的 平均 值 一 样 必 为 零 包 。 因 此 ,我 们 得 到 


9 = 0, 


Dw a 
我 们 用 ws 乘 这 个 方程 , 插 将 它 对 整个 空间 积 牙 。 我 钳 用 高 斯 定理 
求 变换 这 个 积分 ， 并 屯 普 在 形 穷 还 处 us 一 以 运动 是 在 空间 的 有 
限 区 域内 进行 交 所 以 面积 分 为 雪 : 


一 r= Es dy = (34Pasdr =0, 


号 独 商店 是 这 样 一 个 了 图 数 , 那 么 , 它 的 导数 释 过 一 个 时 间 了 间隔 了 的 平均 时 是 
一 了 了 
IF gH 
at 到 ， 


新 然 f( 全 仅 在 用 限 沙 力 记 变化 ,那么 , 当 于 趋 商 无 和 大 时 ,二 显然 相近 于 等 
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因此 ， 7 dp -0, C4-60) 
根据 这 个 等 式 , 对 于 作证 十字 4 的 积分 ;我 们 可 以 写 出 
$ FAV = $ Tdr a=—£. 
最 后 ;用 ,i 的 表示 式 C4-58) 代 入 央 得 
8 = > msc 1— (#81 
1 


这 个 关系 , 潜 定 似 稳定 运动 之 能 量 平均 秆 ,就 是 轰 典 力学 的 维 
里 定理 在 相对 葡 中 的 推广 。 对 于 低速 度 方 程 (4-61) 化 为 


一 2 
HA 
加 一 > We 一 一 > - 四 
ed 
4 忆 


汶 是 鹏 ， 避 能量 ( 减 去 瞬 帆 能 ) 的 不 均值 等 于 动能 平均 什 的 负数 
一 这 是 与 经 典 力学 中 一 个 带电 粒子 (按照 庚 合 定律 相互 作用 着 》 
的 体系 的 锥 里 定理 杠 问 。 
我 们 机 注意 ，E < 之 macs 就 是 花 总 能 量 的 下 均值 小 于 粒子 
4 


的 静止 能 之 和 ,这 也 是 应 当 的 , 因为 否则 的 庄 ; 粒子 残 可 以 跑 向 无 
穷 过 处 ,而 这 个 运动 就 不 可 能 是 似 秘 定 的 了 - 


$4-10， 宏 观 物 体 的 能 量 - 冲 量 张 基 
我 们 现在 来 研究 一 个 安 狗 物体 ,并 且 求 它 的 能 量 - 部 量 张 量 。 
穿 过 这 个 物体 表 商 商 元 旺 的 和 宰 量 通 量 就 是 作用 在 这 个 面 元 上 的 
力 。 所 以 Zaadfs 是 作用 在 这 个 而 元 上 的 力 的 4 分 量 。 现在 我 们 
引用 一 个 参 普 系 统 ， 在 这 个 系统 中 ， 物 体 的 一 个 指定 的 体积 元 龙 
静止 的 。 在 这 样 一 个 参考 系统 中 , 则 斯 卡 定律 是 有 效 的 ， 朗 是 就 ， 
作 吊 于 物体 的 某 一 部 分 上 的 庄 力 在 一 切 方向 都 是 相等 的 ， 和 而 且 在 
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无论 任 ff :条 地 方 闭 生 协 半 究 所 作用 的 面 叶 。 内 此 ， 我 们 可 以 写 
Tus Gfs = Pfe, 从 而 


Tp= P dag; 

式 中 ;了 是 物体 内 的 压力 。 分 其 Tas 代表 神 量 密度 , 它 俩 在 我 们 所 
用 的 参考 系统 上 中 ,对 于 指定 的 体积 元 来 秽 , 等 十 雳 。 分 其 Tu 总 为 
物体 的 能 量 窗 度 , 我 们 用 来 代表 它 ; 8/c? 是 物体 的 质量 密度 ， 即 
每 单位 体积 内 的 质量 。 我 们 着 重 指 出 ， 我 们 在 这 里 所 于 葵 的 是 单 
位 “固有 ?体积 ， 也 就 是 在 这 样 一 个 蠢 考 系统 中 的 体积 ， 这 个 系统 
中 , 记 指 定 的 物体 的 那 部 分 是 静止 的 。 

因此 ,在 我 们 所 考虑 的 参 少 又 统 中 ,能 量 ~ 神 量 张 量 (所 指定 的 
物体 的 那 部 分 的 有 如 下 形式 : 


pb 


之 名 富 


C4-02) 


人 
人 
= 号 呈 


— 吉 


现在 很 容易 求 出 宏观 物体 在 一 个 任意 套 兰 系统 中 的 能 量 - 神 
监 张 明 的 表示 式 。 为 此 ， 我 俏 对 于 物体 的 一 个 体积 元 的 宏观 适 动 
引 大 四 度 速 度 w。 在 那个 体积 元 是 主 止 的 参考 系统 中 ， 四 座 速 许 
的 分 量 W=0, 如 一 名 2 二 外 式 了 了 必须 如 此 的 选择 ， 使 它 在 这 个 参 
pa pt wit PO, (4-83) 
这 个 式 子 就 是 一 个 宏观 物体 的 能 量 - 冲 量 张 量 。 写 成 过 度 形 

式 ; 它 的 分 量 是 
四 严格 地 襄 ， 精 斯 卡 定律 权 羽 对 于 涉 体 及 点 体 有 次 。 但 是 对 于 固体 ,在 不 同方 


向 的 应 力 的 最 六 可 能 差 , 较 之 在 相对 更 中 可 入 起 作用 的 应 力 , 驮 徽 不 是 道 的 ， 因 此 ,我 
习 也 就 不 考 虚 安 了 了。 
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LP+E)vare , 


Tg ;2 + pie, 
“(1- 了 


4 一 (4-64) 
人 
他 
2 
s+ ps 
P= 一 让 
es 


”假如 宏观 运动 的 速度 。 比 光速 小 很 多 ,那么 ,我 个 就 近似 地 有 
Tos 一 了 (P+#)oao。 既然 一 Tat 一 襄 (P+5)ve 是 冲 量 密度 ,那么 
我 们 可 以 看 出 ,在 这 种 情况 下 ， 二 (Cpt) 就 起 着 物体 的 质量 密度 
的 作用 。 

很 如 构成 宏观 物体 的 所 有 粒子 的 速度 部 比 交涉 小 很 多 (宏观 
运动 速度 可 以 任意 ),Tw 的 式 子 就 可 简化 。 在 这 种 情况 下 ,在 能 量 
窗 度 。 中 ,我 们 可 以 略 去 所 有 比 静 目 能 为 小 的 各 项 , 亦 部 我 们 可 以 
用 we 来 代 蔡 s 此 处 六 是 在 物体 的 单位 ( 央 有 )》 体积 中 所 有 粒子 
的 质量 之 和 (我 们 着 重 指出 ， 在 一 般 情况 下 ,应当 与 物体 的 实在 
贸 量 密度 训 有 差别 ,后 者 还 包 合 着 与 物体 内 之 粒子 的 微 吏 运动 的 
能 量 相 应 的 质量 ,及 与 粒子 彼此 相互 作用 的 能 量 相 应 的 贫 量 )。 由 
分 子 的 微观 运动 的 能 量 所 决定 的 压力 ， 在 这 种 情形 下 显然 也 比 裔 
下 能 量 密 度 wez 小 很 多 。 因 此 ,我 们 求 得 ?的 表示 式 

全 和 二 M0? Hi WE, C4-65) 

从 (4-63) 式 , 我 们 得 到 Pi= 一 s 十 32。 任 何 体系 的 能 景 - 冲 
量 张 量 的 一 般 特性 (4-59) 指 出 ， 一 个 宏观 物体 的 压力 与 密度 总 是 
满足 下 两 的 不 等 式 儿 


好， 本 仅 电磁波 才能 这 到 极限 值 六 一 ef3。 
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P< 《4-663 


现在 恤 我 们 将 Pi= 一 十 3p 同一 般 公式 (4-58) 相 比较 ,我 们 
知道 后 一 式 对 任何 参考 采 畦 都 龙 有 效 的 。 既 然 我 们 现在 是 者 虚 一 
个 释 观 物体 ， 那 么 就 应 当 将 44-58) 式 对 在 单位 体积 内 的 的 所 有 
什 求 个 均 ，。 因 此 ;我 位 得 和 


v2 
妃 一 号 为 一 > mc 1 一 旦 C4-67) 


过 
〈《 求 和 应 对 在 单位 体积 内 的 所 有 粒子 进行 3 
现在 米 把 得 到 的 公式 应 用 到 一 -种 理想 气 休 中 去 ， 我 倘 假 识 这 
各 气体 中 先 全 ~- 样 的 粒子 姐 成 。 丸 然 理 杠 气 体 的 粒子 彼此 设 朋 相 
王 作 用 ,都 么 我 们 使 可 以 应 用 公式 (4-57)) 丽 只 须 先 对 此 公式 取 平 
均 就 行 了 。 因 此 对 二 理想 气 体 ， 


mode On 
Dir =— mne dE ds? 


式 中 , % 是 单位 体积 内 的 粒子 数 , 上 面 的 一 横 基 对 所 有 粒子 求 平均 
位 的 意思 。 假 如 在 气体 中 省 有 宏观 运动 ;那么 ,在 左边 我 人 可 以 用 
了 #H 的 表示 式 C4~62)。， 上 比 束 这 两 个 公式 ,我 们 得 到 方程 ; 


B= _ Dp 0 4-687 
人 | l [ | 和 
这 两 个 方程 是 用 粒子 的 速度 来 表示 机 对 芥 中 理想 气体 的 密度 与 压 


力 ; 第 二 个 方程 代替 了 大 家 所 知道 的 非 相对 论 性 气体 动力 论 中 的 
公式 。 
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§$ 5-1. 康 傅 定律 
对 和 二 恒定 电场 ,或 者 如 通常 所 向 疯 电场, 过 克 斯 章 方程 有 下 面 
的 形式 : 


div 卫 一 4rrp， C5—1) 
rot E= 0. (5-2) 
电场 主 可 以 只 利用 一 个 标 势 来 表示 如 下 : 
= 一 grad 9. (8-3) 
将 (5-3) 代 入 C5-1), 我 们 得 到 一 个 恒定 电场 的 势 所 应 泪 足 的 方程 
AP = —47p. (5-4) 


这 个 方程 称 为 泊 检 方程。 就 持 俱 吾 之 , 在 抽空 中 , 序 当 p 一 0 时 , 势 
满足 拉 普 拉 斯 方 各 
Ap=0. (C55) 
从 上 面 的 方程 可 以 得 出 一 些 辕 论 ， 例 如 肠 定 电 增 的 势 沟 有 一 
处 为 最 天 或 为 最 小 。 事 实 上 , 为 要 使 9 有 极端 值 ， 孝 么 ,9 对 于 举 
标的 一 次 导数 必须 为 震 , 而 二 次 导数 全 9?， 全 8，BGi 又 都 有 同样 
的 符号 。 后 一 要 求 是 不 可 能 的 ,因为 满足 了 这 样 的 要 求 , 舟 不 能 江 
足 (5-5] 了 。 
我 们 现在 来 求 一 个 点 电荷 所 产生 的 场 。 从 对 称 的 考 老 可 以 知 
和 省， 场 的 方向 是 从 电荷 。 的 所 在 点 沿 苦 炙 径 指向 空间 各 点 。 从 同 
样 的 考虑 还 可 以 知道 , 场 的 大 小 下 仅 与 离开 电 帘 的 下 离 R 有 关 。 
为 了 求 出 稳 对 值 ,我 们 应 用 方程 (5-1) 的 积分 式 (4-28)。 罕 过 一 个 
C106Y 
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趾 径 为 已 包围 着 所 以 。 所 在 点 为 中 心 ) 的 球面 的 电场 通 量 等 于 
47R2B; 这 个 通 量 必须 等 十 47e。 由 此 ,我 们 得 到 


此 


如 一 部. 
用 矢量 符号 表示 , 场 主 可 以 时 成 
= 所. (5-6) 


因 焉 ,一 个 点 电荷 所 产生 的 声 与 从 电荷 算 起 的 距 交 的 平方 成 反比 。 
就 是 床 傅 定律 。 这 个 场 的 热 显 然 是 
9 一 的- (5-7) 


假如 我 们 有 一 个 电 蒿 体 杀 , 那么, 按照 登 加 原理 ,这 个 体系 所 
产生 的 电 瞄 等 于 各 个 电荷 单独 所 产生 的 电场 之 和 。 这 个 场 的 势 是 


式 中 Ra 是 从 电荷 64 的 所 在 点 到 我 们 求 它 的 势 的 那 一 点 的 距离。 
假如 我 们 引用 电荷 密度 p, 这 个 公式 就 变 为 
P= 人 各， (5-8) 
共 中 于是 从 体积 元 af 到 葵 定 点 的 下 离 。 
将 点 电荷 的 及 ?的 值 ， 朗 pc 一 e8(R) 及 = 再 ， 代 人 (5-4) 
式 ,我 们 得 到 一 个 数学 关系 
A(3)- 一 4r8KR?， (5-9) 


$5-2. 电荷 的 静电 能 


我 们 研究 一 个 电 蓓 体系 ， 埋 求 它 的 能 量 。 我 们 将 从 场 的 能 量 
的 概念 出 发 ， 邹 从 能 基 密 度 的 公式 (4-86) 出 发 来 讨论 。 一 个 电 靖 
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体 色 的 能 毕 应 当 竺 于 
1 
0= a 5 ay, 
其 中 正 是 诸 电 荷 所 产生 的 场 ， 而 积分 刚 应 毅 通 及 全 部 空间 。 将 
= 一 grad YF 代 人 ; 则 可 按 下 面 的 方式 来 变换 UV: 
= -下 E.grad p dF = 


= -二 { div( Ep ydF + 二 § p dir EdaF. 

按 招 高 斯 定理 ， 第 一 个 积分 等 于 Ey 在 和 包 图 积分 体积 的 曲面 上 的 
积分 ,但 是 因为 场 在 虑 网 还 处 为 震 ， 而 向 分 又 要 逼 及 全 部 空间 ， 所 
以 第 一 个 积分 为 需 、 将 diy = 47p 5-1) 代 大 第 二 个 积分 ， 蜀 得 
到 电荷 体 柔 的 能 县 表示 式 

五 一 地 § pp dAF. (8-10) 
对 于 一 个 点 电荷 硒 系 ， 我 们 可 以 用 对 电荷 求 和 的 符号 来 代 直 积分 
号 : 


1 
U=3 > 4 PA, (5-11) 
过 


其 中 ，94 是 所 有 电 奉 在 ea 所 在 点 所 产生 的 场 的 势 

按照 库 命定 律 ， 假 如 我 们 应 用 所 得 的 公式 到 一 个 基本 带电 福 
子 (例如 电子 ) 和 粒子 本 身 所 产生 的 场 上 ,那么 ,我 们 就 得 到 一 个 辕 
论 , 即 电 荷 应 当 具有 等 于 缉 的 "固有 "热能 ,此 处 ?是 电荷 在 其 所 
在 点 产生 的 场 的 势 。 但 是 我 们 知道 ( 兄 $ 2-1), 在 相对 跑 中 ,每 一 个 
基本 粒子 应 当当 作 一 个 点 。 因 此 ,基本 粒子 的 场 的 势 p 一 各 在 一 0 
的 这 一 点 变 为 无 劣 大 。 这 样 一 来 ,按照 电动 力学 ,电子 就 应 当 具 有 
无 限 大 的 “固有 "能 ,因而 也 就 有 无 限 大 的 眉 量 (等 于 能 量 除 以 o)。 
这 个 精 葵 的 物理 散 吏 性 表明 ， 电 动力 学 本 身 的 基本 原理 就 导致 一 
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个 粘 果 , 印 电动 力学 的 序 用 应 当 眼 制 在 一 定 范 围 内 。 

我 们 要 注 章 , 从 电动 力学 ,我 们 得 到 了 无 限 大 的 “ 因 有 ”能 量 与 
质 晤 ,因此 在 电动 力学 中 就 不 能 提出 到 底 电 子 的 总 视 量 是 不 是 电 
磁 师 是 (就 是 与 粒子 的 电 碰 回 有 能 有 关 的 轩 量 ) 这 个 测 题 。 

钙 然 基本 粒子 的 没有 物理 意义 的 无 限 大 “国有 ”能 的 出 现 ， 与 
粒子 应 当当 作 一 个 点 在 待 的 事实 有 关 ， 那 么 我 们 可 以 得 出 烙 葵 : 作 
为 一 个 滁 吉 十 完 备 的 物理 理论 的 电动 力学 ， 当 过 渡 到 充分 小 的 距 
离 时 ， 就 成 为 自 相 闻 盾 的 了 。 我 们 可 以 提出 这 个 距离 有 多 火 数量 
级 的 洁 题 。 注 意 到 电子 的 电磁 固有 能 与 静止 能 mez 同 数量 表 ， 就 
可 以 答复 这 个 问题 了 。 

另外 一 方面 , 假如 我 们 诅 为 电子 具有 一 定 的 牛 径 ,那么 , 它 
的 同 有 要 能 应 该 与 生 同 数量 航 。 从 这 衣 个 量 应 同 圾 的 要 求 , 亦 邹 
从 后 ~ 的 要 求 出 发 ,我 们 得 到 


3 
一 . C5-12) 


mo2 " 

这 个 大 J 称 为 电子 的 “ 生 和 补 ) 决 定 了 电动 力学 适用 于 电子 的 
范围 ， 这 是 从 它 的 基本 原理 得 来 的 。 但 是 我 们 应 弯 注 意 ,实际 上 ， 
由 于 盘子 现象 名 电动 力学 应 用 范围 比 我 们 在 这 里 所 确定 的 范 国 
(所 请 -经典 范围 汪 还 要 小 得 多 。 

现在 我 们 再 厨 到 兮 式 (5-11)。 从 库 命 定律 知道 ， 公 式 中 的 热 
Pp4 等 于 


锡 4 一 三 一 (5-18) 


其 中 ，8aas 是 电 菏 si es 问 的 距离 。 能 量 的 式 子 C5-11) 和 包含 两 部 
分 。 第 一 , 它 包 含 一 个 无 限 大 的 常数 ， 朗 电荷 的 “固有 ”能 , 它 与 电 


地 且 了 效 宣 在 与 /me 同 数 长 颖 的 不 商 革 就读 尖 很 如 要 了 ,此 处 的 下 是 兽 关 克 
常数 。 
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敬之 间 的 相互 位 置 苞 关 。 第 二 部 分 是 电荷 的 相互 作用 能 ， 它 与 电 
茶 之 间 的 相互 位 闻 有 关 。 灵 然 ; 物 埋 学 上 关心 的 仪 仅 是 第 二 部 
分 。 这 部 分 等 于 


0= 言 >》 op (5-14) 
其 中 ， 
Pp'= 2 有- (5-15) 
A¥B 


是 除了 ea 以 外 的 所 有 电 竺 在 ea 所 在 点 产生 的 煞 。 换 名 庄 襄 ， 我 
们 可 以 写 


-和 ea 
AFB 
就 特例 襄 之 ,两 个 粒子 的 相互 作用 能 是 
C'= 号 全 (8-17) 


$ 5-3. 等 速 运 动 电荷 的 声 

我 代 求 求 一 个 以 了 等 速 运动 的 电荷 。 所 产生 的 场 。 我 们 称 表 
止 参 考 条 统 为 忆 系 ， 称 随 电荷 一 起 运动 的 参考 系统 为 K' 采 综 。 
坝 电 荷 位 于 到 系统 的 坐标 原点 ,系统 K' 沿 了 四 对 玉 作 相对 运动 ， 
了 辅 与 马 轴 芋 行 于 也 与 。 在 纪 0 的 明基 ， 两 个 柔 纺 的 原点 相 
重合 。 因 此 ,电荷 在 的 系统 中 的 从 标 是 w=P4y=z=0。 在 &' 条 
纹 中 ， 我 们 有 一 个 恒定 电场 , 它 的 僚 势 如 二 0, 而 它 的 标 势 则 等 十 
9' 一 襄 ， 式 中 ?二 7 十? 十 W292。 按 照 (3-60), 当 入 = 0 时 ,在 天 
系统 中 ， 


La 6 
六 一 一 一 -一 一 一 
下 3 _ 了 
A R! Vi- 


现在 我 们 应 当 用 下 又 统 中 的 x5, yz 来 表示 吾 。 按照 洛 偷 兹 变 


(5~-18) 
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换 公式 ， 
oFi 
fo 划一 中 党 一 如 
A 
是 
由 此 得 到 
Co PH)? +( 一 本] 的) 
R= py 。 《5-19) 
1 一 三 


将 此 式 代 人 (65-187) 就 得 到 
p= Fe? (5-20) 
式 中 ,我 们 引入 了 记号 到， 
Be (eViy +( 1- 二) + (5-21) 
在 到 系统 中 [ 见 (3-60)] 矢 势 等 于 
= 伍 5、 C8-22) 
在 下 又 回 中 ,磁场 志 不 存在 ;而 电场 则 是 


Er éR! 
R's" 
从 公式 (3-64), 我 们 得 到 


Fa 如 
Es = EB: 一 2 y= 一 天 - 王 一 - = 一 


和 
将 用 % 9s 表示 的 天 2， 2 的 式 子 代 太 ,就 和 到 
F2Y eR 
B= (1-) fs C5-23) 
式 中 ，BR 是 从 电荷 到 以 ,x 为 坐标 的 点 (我 们 正在 求 这 一 点 


$573 等 速 运动 电 检 的 场 1 


的 场 ) 的 关 径 ( 它 的 分 量 越 3 一 Vi, y, 4)。 

慨 如 我 们 引 大 运动 方向 与 拓 径 所 夹 之 角色 卫 的 天 示 式 可 以 写 
成 另 一 形式 。 显 然 ; 急 十 站 二 后 an? 所 以 如 下 5-21) 可 以 写成 下 
面 的 形式 : 


Be 本 (1 一生 sm 0). (5-24) 
于 是 ,对 于 ,我们 就 有 
了 
en 1 一 豆 
ER (5-25) 


RR: 全 3 
(1 9) 
在 离 电 闪 的 算 离 为 时 ， 壤 0 从 雪夫 加 到 了 (或 者 6 从 天 
至 辽 )， 则 场 妃 的 值 将 陆 着 给 加 。 沿 着 运动 方向 的 场 杷 (9= 0 或 
7) 将 有 最 小 值 ; 它 等 于 


我 们 要 六 意 , 当 速度 培 加 时 , 场 万 , 减 小 ,而 召 , 则 增 大 。 我 们 可 以 
形象 地 叙述 这 种 吏 象 :一 个 运动 电荷 的 电场 在 运动 的 方向 “ 收 升 ”。 
对 于 一 个 同 光 速 接近 的 速度 了, 公式 (5-25) 中 的 分 母 在 9 一 立 的 
附近 的 一 个 狭小 范围 内 接近 于 需 。 这 个 范畴 的 “宽度 "的 数量 私 为 


—ps 
AD~ i 一 3 


因此 ,仅仅 在 赤道 在 而 的 邻近 的 一 个 狭小 角度 范 团 内 ,一 个 快速 送 
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动 普 的 电 背 的 电场 是 大 的 ,而 这 个 范围 则 随 闭 的 增加 而 碱 小 ,其 
碱 小 的 情况 如 同 共 1 一 这 。 在 这 个 范围 以 外 , 场 碱 小 得 很 快 。 

在 K 系统 内 ,磁场 等 二 也 = 研 V xE[ 见 (3-67)]。 在 VY&e 的 
情况 下 ,从 (5-23)》 我 们 近似 地 得 到 蕊 = es， 因此 


H= e YxR 
Re 


(8-26) 


$5-4. 库 俞 场 内 的 运动 
我 们 米 研 究 一 个 食量 为 w、 电 茶 为 。 的 粒子 在 另 一 个 电 桨 。” 

所 产生 的 场 内 的 运动 ; 我 们 侯 识 第 二 个 电 背 的 质量 比 ww 火 得 如 此 
之 多 ,以 敌我 们 可 以 把 第 二 个 电 襟 当 作 固定 的 。 这 样 一 来 ,我 何 的 
间 大 就 化 成 了 研究 一 个 电荷 。 在 中 心 对 称 电场 (其 势 为 P= 二 内 
的 运动 。 
粒子 的 (总 ?能 量 & 等 于 

8 一 PFmot 


式 中 ,a=ee。 假 如 我 们 在 粒子 的 运动 盏 商 内 采用 乓 坐标 , 郑 
么 ， 我 们 就 可 以 写 由 神 量 ?一 (5) 二 83， 此 处 的 p+ 是 神 蔓 的 径 
向 分 量 ;而 下 则 是 余 点 的 恒定 冲 量 矩 。 这 时， 


g=0] s? 十 2 mos + 二 (5-27) 


现在 复 们 来 计价 粒子 龙 和 天 随意 地 接近 中 心 的 问题 ,首先 ,很 穿 
易 在 出 , 假如 同 。 相互 排斥 的 ; 印 e 同 e 有 同样 的 符 导 ， 那 么 ， 
这 种 援 近 瑟 永 为 不 可 能 。 比 外 ,在 机 并 吸引 的 情形 下 人 e 辕 e 有 相 
友 的 符号 六 假如 开 c>> xl, 随意 接近 中 心 是 不 可 能 的 ,因为 在 这 种 
情况 下 区 5-27) 式 中 的 第 一 项 永 比 第 二 项 为 大, 兰 且 当 王 >*0 了 时 , 方 
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程 的 右边 就 更 变 为 无 上限 大。 友之 ， 假 如 壮 c< 之 |a|, 那么 ， 当 ?90 
时 ;这 个 式 子 可 以 保持 有 限 信 《在 此 ;不 用 就 , P+ 正 向 元 限 大 )。 因 
此 ,假如 


eM |a|, (56-28) 
粒子 站 运 动 过 程 中 “降落 ”到 允 引 它 的 电 背 上 ， 这 与 非 相对 询 力 学 
不 同 , 在 非 相 对 论 为 学 中 , 这 样 的 “ 降 浴 ”一般 臣 不 可 能 的 (有 一 个 
例外 ; 充 保 是 于 =0 的 情形 除外 ;这 时 河 着 -- 条 下 研 攻 回 6')。 
为 了 完 休 决定 一 个 电 守 在 一 个 声 命 咒 内 的 运动 ,从 哈密 顿 - 牲 
可 办 方程 册 发 是 最 使 利 的 。 我 从 在 选择 杞 坐标 7+,? 在 运动 平面 
内 。 苔 窑 朴 - 雅 可 罩 方 程 (3-11) 可 以 写成 . 
-0 
我 们 来 寻求 下 面 形式 的 总 
S=— Bt+ Mg++ fr), 
式 中 ; 及 六 是 运动 妈 点 的 恒定 能 及 恒定 坤 动 全。 畏 困 我 们 求 得 


鸭 省 由 方程 3 一 常数 决定 。 潜 分 后 ,得 到 下 而 的 精 果 : 
Ga) 假如 Wo>>la|， 


{e2? 于 ?一 ar) 二 2 


= VM mi M2e? =a5)o0s( 多 全 一 he) -Eo (56-80) 
Cb) 假如 ec<|a|， 
2 oz Mi)l 
(02 — 02 M2) = 


=tevV CNHEY+mC or — M2e2) oh( 人 Va 1)+ 人 
《5-317 


4 第 二 章 包 定 多 

(0) 假如 Mo= la|， 

6° 8 -et 全) (6-32) 

积分 常数 已 经 包含 在 角 ? 的 计算 起 点 的 任意 选择 内 了 。 

在 (5-30) 式 中 ， 平 方 要 前面 的 符号 的 选择 并 不 重要 ， 因 为 余 
荡 符 届 后 的 角 ? 的 计算 起 点 的 选 撑 是 任意 的 。 在 相互 吸引 的 
情形 下 (a<<0), 假如 8<mez， 与 这 个 方程 相对 应 的 加 道上, ? 之 全 
划 为 有 限 ( 有 限 运动 )。 候 如 有 >mez 那么 , y 可 以 是 无 限 大 (无限 
运动 ), 在 非 相对 论 力 学 中 ， 有 限 运动 与 在 队 合 执 道 ( 粮 图 ) 上 的 运 
动 相对 应 。 从 (5-30) 式 可 以 看 出 ， 在 相对 论 力学 中 ， 坝 道 不 可 能 
是 封闭 的 ; 当 名 变动 97 时 ， 到 中 心 的 距离 7 并 不 回 到 它 的 原来 的 
什 。 我 们 得 到 的 执 道 不 是 髓 加 ,而 是 张 开 的 薪 窗 形 。 因 此 ,在 非 相 
对 论 力 学 中 ， 在 库 命 场 中 的 有 限 运动 的 轨道 是 封 阴 的 ， 而 在 相对 
论 力 学 中 , 康 命 场 就 类 去 了 这 个 特性 。 

在 (5-31) 式 中 , 当 a<0 时 ， 根 叶 前 应 当选 择 正 号 ， 而 当 <0 
时 ,就 应 当 移 择 委 号 [符号 的 另 一 种 选择 对 应 于 (5- 叶 ) 式 中 的 根 号 
前 的 符号 改变 

在 &<0 的 情况 下 ,轨道 (5-311) 及 (5-32) 是 螺 粮 , 当 9->co 时 ， 
距离 *-*0。 电 用 : 玫 落 " 到 坐标 原点 所 需 机 的 时 间 是 有 限 的 。 这 可 
以 从 下 耐看 出 。 r 的 坐标 与 时 间 的 关系 是 由 方程 39 一 常数 决定 
的 ; 将 (5-29) 代 久 ， 我 们 看 出 ， 决 定时 间 的 积分 当 >0 时 是 收 合 
的 。 


习题 
1， 求 一 个 电 奖 在 排 斥 的 康 俞 场 ts> 站 中 飞行 时 的 侯 竺 前 。 
解 ， 佣 情 角 X=r 一 时 o， 此 处 Po 是 示 道 (5-80) 的 两 个 汤 进 辕 所 夹 之 角 。 我 们 来 


V es a 人 Vo 让 
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式 中 ,+ 是 上 岂 葵 站 无 次 远 处 的 束 麻 。 | 

2. 球 质点 闪 康 合 娘 中 微 般 角 散 币 的 有 有 效 裤 面 。 

解 ， 表 效 截 面 de 是 在 -- 种 得 内 租 射 和 到 一 个 一 定 的 空 体 和 元 do 内 的 粒子 数 与 入 
数 对 粒 邓 的 遂 量 密 典 ( 即 每 种 各 过 珀 点 于 粒子 来 的 一 斑 力 厚 米 面积 的 粒子 数 ) 之 比 避 。 

筑 故 粒 子 :在 通过 里 时 的 遍 竺 角 久 由 “ 睹 准 呈 也 ”7? 决定 Cp 序 从 中 心 到 一 条 军区 的 
路上 山 , 获 条 和 直 颖 就 是 粒子 在 坊 趟 存 站 叶 所 应 访 注 闭 返 动 的 直 粮 )， 

dr=2rpdp=2rp 二 pa i 

式 中 ,do 二 35 Hin Xdx。 仿 转角 :如 音 很 小 ) 可 以 认为 竺 于 冲服 的 变 屁 对 于 它 的 和 值 之 
比 。 锌 量 的 变化 车子 作用 于 电荷 工 的 为 的 时 间 积 分 。 这 个 力 在 垂直 玫 运 动 方 而 的 分 


量 近 世 地 等 子 4 。 因 此 ,我 个 得 到 


Tp 


二 下 
二 一 sf 一 CpG 二 _. 
入 (Cp? 十 wt). Poy 
-Wm 


Lv 是 粒子 的 速度 }。 只 而 ,我 们 求 得 往 小 多 情况 下 的 有 效 而 : 


$5-5, 偶 极 甜 


我 们 现在 来 研究 一 个 电荷 体系 在 与 这 个 体系 相距 很 远 之 处 所 
产生 的 场 ,所 请 很 远 之 处 ,就 是 说 恋 处 与 体 骤 的 距离 比 这 个 体系 中 
各 电 豆 间 的 距 交 大 得 多 。 

我 们 引用 一 个 泽 标 柔和 统 ， 筷 的 原点 是 在 电荷 体系 内 的 任意 一 
点 上 。 给 各 电荷 的 天 径 为 Pt。 我 们 来 求 所 有 电荷 在 以 Bo 为 关 径 
的 点 所 生 的 场 的 势 。 根 据 $5-1 的 苦果 ,这 个 场 的 势 是 


$= > El (5-33) 


〔 求 和 必须 温 及 所 有 电 视 ) 式 中 ，Bo 一 Ps 是 从 电荷 64 到 我 们 正在 
求 势 的 点 的 矢 径 。 为 此 ， 我 何 将 (5-337 展 开 为 天 的 罕 狼 数 ,利用 
公式 


加 可 且 几 看 ,比方 各 .本 教程 第 一 闪 力学 "3 18。 


ue 第 无 章 必定 志 


所 Re 一 PP? 一 所 Be) 一 Pograd fCRo) 
{在 grad 内 ;是 对 矢 达 Bo 的 端点 举 标 进行 微分 )。 
准确 到 一 般 项 ， 


上 Ee, 


1 
二 四 一 - -39441 
9 一 pe > 24 了 4 grad7-。 C6-34) 


我 们 称 dXepa (5-35) 


为 电 答 体 系 芍 偶 极 奸 。 应 读 注 意 , 假如 所 有 的 电 茶 之 和 为 需 ， 包 
64 一 0, 那么 ,个 榨 算 就 与 华 标 原点 的 选择 无 关 , 因 汐 同一 个 电 背 
在 两 个 不 同 的 华 标 系统 中 的 矢 径 了 a 及 ?3 有 下 面 的 关系 : 

“ P4 一 了 4 十 有; 
式 中 ， 昌 赵 一 个 常人 天 量 。 因 此 ， 假 如 邓 e4 一 0， 偶 极 军 在 两 个 秒 固 
中 是 梓 竺 的 : 


d'= Be Pr! = SeaPataser Gm d, 
假如 我 们 用 4 下 和 ea， Pi 代表 这 个 体系 的 正 电 获 和 负电 荷 
统 及 它 簿 的 矢 径 , 屠 么 ,我 们 可 以 将 偶 极 系 写 成 


d— Yeliri— Yeiri—~R'3el—R Tei, (5-96) 
式 中 ， err Yo 
R+— “eta, 及- 一 全 cdL4 -_ 
Fel ey (C5737) 
是 正 电 入 及 负电 和 穴 的 “ 记 葵 中 心 *。 假 如 号 6 一 全 ex =e, 那么 ， 
d=eR,., 6-38) 


式 中 ，B+-= 开 一 R 是 从 正 电荷 中 心 到 负电 符 中 心 的 矢 径 。 就 
特殊 情形 后 之 ,假如 只 有 两 个 电 向 , 那么 ，B+- 就 是 这 两 个 电荷 间 
的 天 答 。 

假如 ze4=0, 悄 么 ,这 个 体系 在 远 距 庚 处 的 场 的 势 是 


P= OE (5-39) 
o 


(我 仙人 入 了 grod 下 一 -如 。 知 道 了 盆 ， 我 们 就 可 以 求 出 场 了 


§ 6 多 二 奸 117 


Eo — grad 入 一 gd 
= 一 走 gmaCdR) 一 [dvRo)grad7r， 
按照 公式 grad(d.Bo) 一 4， 碍 且 注 意 到 grad 直 和 -下 
我 们 可 求 得 场 卫 的 表示 式 


引 到 flyR 一 再 2 
E2800 8 Bed C5-40) 


因此 , 一 个 >ex=0 的 电 匣 体系 所 产生 的 声 的 抄 与 到 这 个 体系 的 
距离 的 平方 成 反 尼 ,而 场 的 强度 则 与 距离 的 立方 成 反比 。 


名 5-6. 记 极 算 
在 势 按 1/ Fo 的 笑 展 开 的 展 并 式 
人 一 条 由 十 六 你 十 凡人 十, 
中 ;PD 这 一 项 与 1/ B46 成 正比 。 我 们 看 出 ， 第 一 项 gq 中 为 所 有 电 
荷 的 和 所 决定 ; 第 二 项 Ye 有 时 称 为 体系 的 偶 栋 势 , 为 体系 的 偶 标 
矩 所 决定 。 
展开 式 中 的 第 三 项 we 显然 等 于 


roms) 全 
式 中 的 求 和 应 对 专 有 电 肖 进行 ; 我 们 在 此 没有 写 电 葵 的 粳 号 ; se 是 
矢 盟 2 的 分 量 ,X 是 矢量 Ro 的 分 量 。 
势 的 这 一 部 分 通常 称 为 四 极 势 。 假 如 体系 的 电荷 的 和 及 偶 标 
矩 的 和 者 刍 于 适 ; 虑 开 式 束 从 Y%9 开 始 。 
在 C54D 式 中 ,有 六 个 最 ewxws 田 瑰 。 俱 是， 很 容易 看 出 . 
场 实际 上 天 不 与 六 个 独立 的 时 有 关 , 而 仅 与 五 个 独 沁 的 量 有 关 。 这 
是 因为 责 数 17 Ro 满足 控 普 近 斯 方程 ; 即 


ri Bf 
(FE)-axs (FR)-0 
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这 个 等 式 可 以 写成 如 下 的 形式 ; 


2 7 
dasgy Dy (R) 
因此 ,我 们 可 以 将 Pp 久 写 成 下 而 的 形式 : 


3 一 工 > 1 3 0 站 
3) 六 ed wav Ba gx 0x (EE 


张 量 ， 
Das= >e(3zuzo 一 rc) (5-42) 
称 为 这 个 体 柔 的 四 标 握 。 
从 Dua 的 定义 * 很 容易 看 出 ,对 角 线 上 的 元 素 之 和 为 需 : 
Duu=0， (5-43) 
因此 对 称 张 量 Da 一 共有 五 个 独立 的 分 量 。 利 用 了 Das， 我 们 可 以 
写 出 2 
PH— ee sx 5 ( 去 ) CB-44) 


我 们 可 以 用 完全 相似 的 方法 米 表 示 多 的 展开 式 中 的 以 后 各 
项 。 第 ”项 筱 一 个 盖 阶 张 量 所 决定 ， 这 个 张 量 是 由 电荷 和 电 消 的 
矢 径 的 分 量 所 和 狗 成 的 。 这 个 张 量 称 为 这 个 体系 的 多 极 和 矩 。 所 有 这 
些 张 量 对 于 全 部 指标 都 是 对 称 的 ， 而 且 当 对 于 任何 一 对 指标 精 并 
时 ,所 得 若 果 为 圭 3。 可 以 证 明 ，” 家 多 极 挫 的 张 量 一 共有 2% 一 1 
个 独立 分 量 。 


s-7。 外 场 中 的 电荷 体系 
现在 我 们 来 研究 一 个 位 于 外 电场 中 的 电 带 体系 eu seo …。 或 
们 用 ”4 表示 电荷 ea 所 在 点 的 外 电场 的 势 。 每 个 电荷 的 势能 是 
edg4; 而 这 个 体系 的 总 势能 则 是 
v0-> 4 六 4 


国 ” 所 谓 张 量 的 辐 并 ,是 使 两 个 指标 相等 ， 否 对 它们 求 和 ; 在 这 个 过 程 中 , 张 量 的 
前 将 政 几 2。 
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我 们 仍然 条 用 原点 在 电 蓓 体 杀 内 一 性 意 点 上 的 坐标 柔 统 ; 了 4 
是 电 禹 64 在 这 个 坐标 系统 中 的 矢 笃 。 

假 识 外 场 在 电荷 体 承 所 华 的 区 战 中 焰 懂 地 变化 。 这 了 时， 我 们 
可 以 将 能 量 U 展开 为 ra 的 项 级 数 。 

在 庚 开 式 


U=UD+UDTUI+.., 
中 ,第 一 项 是 


UD poF es, (5-45) 
式 中 ,go 是 势 在 举 标 原 点 之 值 。 在 这 个 近 亿 中， 体系 的 能 量 同 所 
有 的 电荷 都 集中 在 一 点 (从 标 原 时 的 龙 量 一 样 。 
展开 式 中 的 第 二 若是 
UD = grad po ~ Dear 


式 中 ，grad go 是 在 原点 的 势 的 情 度 值 ; 既 航 grad 9g 二 一 E， 那么 
grad po 就 应 艾 是 在 原点 的 上 电场 强度 E60。3 引 入 系 散 的 偶 极 失 9, 我 
个 得 到 
. Um dE,. (5—46) 
对 于 一 个 均匀 场 ，EG 的 表示 式 了 岂可 以 得 楼 从 执 的 表示 式 
(8-25) 得 出 。 
展开 式 中 的 次 一 项 CU 是 


Uw caozo 各 一， 
在 这 里 ,也 象 在 $5-6 中 一 样 ， 我 们 辐 去 了 电荷 福 号 的 指标 ; 
3 各 ”是 在 原点 的 势 的 二 次 导数 但 是 热风 满足 拉 普 拉 斯 方程， 
必 Dp _s _92p 
DADs Dw 一 0 
因此 ,我 们 可 以 将 US 写成 下 面 的 形式 : 


1 A2p0 1 
CD 一 = 个 2 
pe Or 9 5 ze( oons 5 ) 


U®— Lea op, 《5-47) 


式 中 ,Dua 是 四 极 盾 的 分 忠 ( 见 入 56 加 

假 改 有 疝 个 电 稍 体系 ,每 一 个 本 系 的 总 电荷 为 素 , 而 侦 极 牙 则 
有 于 玉 吕 。 两 个 体 夭 的 距离 比 体系 本 此 的 尺 直 天 很 多 。 我 们 来 
求 他 们 的 相互 作用 势能 有 。 为 此 ， 我 们 将 两 个 体系 中 的 一 个 王 为 
处 在 另 一 个 体系 的 场 中 。 这 时 ， 

= 一 dE, 

式 中 ， 严 是 第 一 个 体系 的 场 。 将 包 的 表示 式 C5-40) 代 人 ;我 们 得 
到 


UB) 8), (5-48) 


式 中 ;BR 是 两 个 体系 并 的 距 商 矢量 。 
贿 如 体系 之 一 的 总 电荷 不 为 才 ( 而 等 十 e), 划 同 理 可 得 


(65-49) 


式 中 ，R 是 一 个 矢量 ;从 个 友子 《总 电 葵 为 进 的 体系 ) 指向 电荷 (总 
电荷 为 。 的 体 桑 )。， 我 们 不 措 式 四 汉 了 于 (总 电 俏 为 害 ， 香 极 拓 也 为 
需 的 体系 ?与 一 个 电 竺 ,与 一 个 情 极 子 , 或 者 与 一 个 四 极 子 相互 作 
用 的 类 介 表 示 式 ; 我 们 只 拱 一 下 ， 相应 的 势能 与 下 离 的 三 葡 方 , 四 
次 方 ; 及 五 次 方 成 反比 。 


$5-8. 恒定 磁场 
我 们 来 研究 一 个 作 稳定 运动 的 电 桨 体系 所 产生 的 磁 场 ， 所 误 
稳定 运动 航 是 襄 从 头 到 必 , 出 背 炮 对 不 从 逃 券 远 处 跑 米 ,也 不 路 到 
无 穷 远 处 去 ,在 一 切 时 间 帮 在 空间 的 有 限 区 域内 运动 。 此 外 ,我 由 
假 心 所 有 电荷 的 神 旦 在 一 切 时 间 都 是 有 限 的 。 内 此 ， 所 有 的 量 都 
在 有 限 范 围 内 变化 ， 考 虑 它们 的 时 间 平 均值 是 能 有 兴趣 的 。 就 特 


下 - 吕 旺 定 磁 崂 1 


例 嘻 之 ,我 们 可 以 考虑 电荷 所 产生 的 磁场 的 不 均 伯 卫 , 这 个 本 均 靖 
场 强 在 将 仅 是 尾 标 的 丽 数 ,而 不是 时 间 的 画 数 , 尔 即 是 恒定 的 。 

为 了 求 出 芷 均 场 下 的 方程 ,我 们 先 对 麦克 斯 章 方 种 divH=0， 
rotHH 一 二 二 开 j 取 时 间 平 均值 。 这 些 方程 中 的 第 一 个 冬香 
地 葵 出 


div 下 一 0， C5-50) 
在 第 二 个 方程 中 ,导数 3E/3f 的 下 均值 , 正 象 在 -- 般 情况 下 任何 一 
个 在 有 限 范 璇 内 灾 化 的 芭 的 导数 的 下 均值 一 样 , 为 慎 ( 见 $4-9 的 
脚注 )。 因 此 ,第 二 个 才 克 斯 章 为 程 化 为 


rot 百 = 纪 了 . C5-51) 
这 两 个 方程 就 是 决定 恒定 场 是 , 
我 们 按照 rot 起 一 这 


引 天 不 均 矢 毛 天。 将 这 个 方程 代 人 《5-51)。 因 为 rot rot 和 = 
一 grad div 太一 太太 ,， 所 以 我 借 可 得 

grgQdiv 丰 -和 AA 帮 = ST. 
但 是 我 们 知道 , 场 的 矢 执 未 被 唯一 地 确定 ,因而 我 们 可 以 加 一 个 任 
意 的 补助 条 件 。 根 据 这 点 ,我 们 这 样 来 选择 矢 押 起 ,使 


div A=0., (6-52) 
这 时 ,确定 恒定 襟 场 的 矢 势 的 方程 化 为 
和 真一 -- 人 (5-58) 


很 容易 求解 这 个 方程 ， 网 为 (5-53) 式 与 便 定 电场 的 标 势 的 防 
惨 方 程 (5-4) 完 全 相似 ;不 过 在 莉 里 的 电 背 密度 2 被 这 里 的 电流 密 
度 j/e 所 代 雷 而已。 与 济 松 方程 的 解 人 -8) 相 似 ， 我 们 可 以 查 楼 写 
出 


R= ;| jay, C5- 54) 


式 中 ， 有 是 从 我 倍 求 互 的 那 一 点 到 体积 元 ar 的 距 确 。 

在 公式 (5-54) 中 ， 如 果 我 们 用 pV 代 体 了 并且 避 住 所 有 的 电 
荷 部 是 点 电荷 ,我 们 就 可 以 从 积分 过 滤 到 对 电 葵 求 和 了 。 在 这 里 ， 
我 们 必须 邯 着 ,在 积分 (5-54) 中 ， 志 不 过 是 一 个 积分 变量 ,因此 , 它 
在 求 六 均值 的 过 程 中 不 超 作 用。 假如 我 们 用 和 人 你 -< 代替 
人 入 可 ,那么 ,也 就 是 各 个 粒子 的 矢 熏 ,这 些 关 径 在 电荷 运动 时 是 
变动 的 。 因 此 ,我 们 应 豆 写 


LL eaVa 
真一 -一 
在 Ra ” 


此 处 我 们 是 对 求 和 到 号 下 的 整个 式 子 求 平 均值 。 
知道 了 起 我们 就 可 以 求 出 磁场 ， 
H=rot A=rot § Par. 


(5-55) 


算 符 rot 只 美 么 着 芒 们 求 声 的 那 一 点 的 人 鹅 标 ， 因 此 , rot 可 以 写 在 

积分 号 内 ;而 在 微分 的 过 程 中 , j 可 以 当 作 常数 ， 将 熟知 的 公式 
rot fa=f rot a-pgrad Txa 

《 式 中 的 了 和 a 是 任意 的 标量 及 矢量 应 用 到 jr1/, 我 们 得 


rot = grad XX 了 -J 
| jxR 
困 此 ， R- 工 1 dp (65-50) 


《 笑 径 有 是 从 吓 指 向 我 们 求 它 的 场 的 奢 : 一 点 2。 这 就 想 所 谓 笛 奥 - 
萨 伐 条 定律 。 


§ 5-9. 磁 短 


现在 我 们 来 研究 一 个 稳定 运动 着 的 电 葡 体 系 在 与 电荷 体系 相 
距 很 远 的 地 方 所 产生 的 平均 磁场 ,所 谓 很 远 , 柄 是 戴 与 电荷 体系 的 
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还 离 远 大 于 电荷 体系 本 多 的 尺寸 。 

我 们 引 人 一 个 坐标 系统 ， 蓝 举 标 原点 在 电荷 体 和 柔 内 任意 一 以 
十， 象 在 第 85-5 中 所 作 的 一 样 。 我 们 仍 以 Fs 代表 和 少 个 电荷 的 和 天 
径 , 而 以 Bo 代表 我 们 正在 求 场 的 闭 一 点 的 和 拓 径 ,那么 ,Ro 一 ?4 就 是 
以 电 答 到 求 声 的 那 一 点 的 舌 径 。 按 照 (5-… 外 3) 碟 ， 对 于 舌 热 我 倍 有 

K= 1 > 1 (5-67) 
象 在 86-5 中 一 样 , 我 们 将 上 式 展 开 为 Pa 的 千 航 数 。 如 果 只 
要 求 淮 确 到 第 一 阶 ,我 们 有 (了 赂 去 指标 刀 ) 
< 1 二 1 _1 
有 二 ev 
在 第 一 项 中 ,我 们 可 以 写 出 
BoV— fyer. 


但 是 在 一 个 有 限 范围 内 变化 的 量 的 导数 的 平 内 什 ( 如 允 er 的 导数 
的 平均 值 ?为 零 。 因 此 ,对 于 于, 余下 来 的 式 子 是 
R= HXeV(reEo) 


(我 们 已 经 将 六 = 一 丽人 代入 了 )。 


我 们 将 上 式 作 如 下 改变 。 注 意 到 Y--P 我 代 可 以 写 出 《可 着 
Ro 是 一 个 常 矢量 》 
Eel Bo: -DY= 寺 和 zerGr*Ro) 二 3 .Ee VEPs Ro) -PCV。Ro)]. 
当 把 上 式 代 人 不 的 表示 式 以 后 ,第 一 项 《包含 有 对 时 间 的 导 
数 ;的 平均 值 又 为 零 , 我 雪 得 到 
站 一 


1 = 
ohy EV Re) ~rCV Re). 


我 们 介 络 一 个 叫做 体 柔 的 碰 盾 的 矢量 
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1 . 
二 站 ¥ 后 一 后 
m > 。 C5-58) 


这 样 ,我 们 总 得 到 和 和 的 炎 示 式 


区 xRo 
让 一 3 


知道 了 从 势 ,就 很 容易 米 得 嵌 场 。 利 用 公式 
rotfa xb)=(bhvy)a—(ae vb+a div bp— bdiva, 
我 们 得 到 
Ho=roth 一 rot ( B 


一 B 一 、 了 R 
0 0 # 0D 
: ) Mdiv Es {mMm VE 


其 次 ,因为 


div Be - =Ro* grad 站 


Bs 1 div Ro=0, 


Rs 


R 1 m_ 3Ro mRo) 
CMM"V) py “再 me A 0) 


所 以 HC Be) 


£3 


由 上 式 可 以 看 出 ,用 磁 征 表 示人 说 场 的 公式 ; 象 用 偶 极 第 表 汶 电场 的 
公式 一 样 [ 史 G5-40) 式 ]]。 

假如 伍 系 内 的 所 有 电荷 都 有 扯 同 的 荷 贤 比 , 郑 么 ,我 们 就 可 以 
写 出 


(5-60) 


m= Ber XV=— EmpxY, 
Se 号 PE 


候 如 所 有 电荷 的 速度 we 那么 ,mV 就 是 电信 的 测量 p， 寺 是 我 
们 得 到 


[3 本 
一 一 EF 一 项 一 
m= pe xPp gre C5-81) 


式 中 ,了 =2r xP 是 体系 的 机 械 钟 量 短 。 因 此 ， 在 现在 的 情况 下 ， 
磁 失 与 机 相仿 之 比 是 一 个 常数 , 拭 且 等 下 efamc。 
我 们 用 bn 米 代 表 由 航 场 志 定 的 拉 格 朗 日 画 数 的 补充 项 。 在 


5 磁 征 下 
一 个 恒定 均 义 磁 咽 内 ,利用 矢 热 的 表示 式 (3-26) ,我们 得 到 ; 
Ta 一 SSAY = So Hx VSorx V.H， 
即 Lr= Mm:H, (5-62} 
式 中 ,人世 是 电荷 体 柔 的 磁化 :， 我 们 求 泛 意 同 电场 的 相似 情形 ,在 均 
匀 电 场 内 ,一 个 总 电信 为 零 的 电 储 体系 的 拉 格 期 日 画 数 包含 有 
Ls=Q.E 
的 一 项 届 是 电 共 体系 的 偶 术 和 矩 ), 拜 卫 在 这 种 情形 下 , 束 等 于 电 禄 
体系 的 势能 反 号 ( 见 名 5-7)。 

我 们 更 在 考虑 一 个 电 硅 体 洒 它们 在 一 个 中 心 对 称 锡 电 声 内 
作 有 限 和 运动 (区 速度 5 各 e)， 这 个 中 心 对 称 场 是 电 某 一 个 静止 电 衔 
所 产生 的 ; 所 珍 有 限 运 动 就 是 艺 , 电 和 森 永 远 留 在 空间 的 一 个 有 限 范 
国之 内 。 我 们 从 上衣 目 华 标 深 租 变换 划 料 着 通过 静止 电 茹 的 轴 而 乌 
速 旋转 的 泽 标 添 策 中 去 。 棚 其 手 久 的 会 式 ， 我 们 得 到 粒子 在 新 坐 
标 桑 统 内 的 速度 与 在 川 坐 奈 骤 统 内 的 速度 Y' 关系 式 

Vi=Y¥Y+Oxr 
式 中 ;PF 是 粒子 的 矢 径 ,而 上 是 旋 糖 坐标 系统 的 角速度 。 在 静止 举 
标 系统 中 , 电 薪 体 又 的 近 格 斋 吕 男 数 起 


式 中 ， 厂 是 电 衔 体系 在 外 声 中 的 能 蔓 与 它们 彼此 间 的 相互 作用 能 
之 和 。 能 量 忌 是 电 菏 体 对 内 窜 电 疝 与 请 止 电荷 之 间 的 焉 离 的 两 数 ， 
志 基 电荷 体 柔 内 各 电 售 彼此 问 的 距离 的 两 数 ; 当 密 换 到 旋转 堂 标 
时 ,人 它 显然 保持 不 变 。 因此 ,在 新 坐标 柔 统 中 ， 拉 格 斋 只 画 数 将 是 
I= SY +OxrY—U. 
假如 所 有 的 电 酱 都 有 回 样 的 具 寅 比 em 并 假定 
=-—~H, 《5-63) 
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那么 ， 在 匡 足 艇 小 的 情况 个 5( 当 可 以 略 去 王 时 ), 拉 格 裔 日 画 数 具 
有 上 向 的 上 形式: 
2 1 , 
r= 2 一 十 zeHXP YY， 


可 以 看 山 ,这 个 式 子 与 存在 恒定 伴 场 时 ,所 研究 的 电 区 在 前 止 坐 标 
系统 中 运动 的 拉 格 朗 日 画 数 的 表示 式 [ 见 (5-62) 式 ]- 样 。 因 此 我 
们 得 出 精 论 : 一 个 电荷 体系 (所 有 的 电 背 的 从 食 比 ef/m 者 相等) 在 
一 中 心 对 称 的 电场 内 同时 又 在 磁 的 均匀 磁场 蔚 内 作 有 限 运动 《如 
度 0<&e), 那 么 , 这 个 电信 体系 的 行为 就 完全 与 同一 电荷 体系 在 同 
一 电场 中 在 一 个 以 角速度 (5-63) 镁 速 茂 转 的 坐标 系统 内 的 行为 一 
样 ( 即 所 销 拉 旧 尔 定 理 )。 角 违 度 0= 交 。 称 为 持 莫 尔 频率 。 

我 们 要 注 悉 ， 假 各 我 们 内 有 一 个 粒子 在 磁场 万 内 运动 ， 那么， 
它 在 它 的 部 岗 孝 道上 的 迪 糖 角速度 等 于 (3-40)， 序 等 于 两 人 拉 葛 
尔 频 率 。 


习 是 


求 由 两 个 电 葡 ( 速 庶 pc 喇 拉 所 硒 成 的 电荷 体 系 的 绕 害 与 机 械 斌 的 比 。 
解 : 选择 两 个 烷 疗 的 质量 中 心 作为 玲 标 的 原点 ， 我 便便 得 到 加 pi 十 ?asPa 一 小 
灰 Biz 一 了 二 昌 式 中 ,Pp 是 相对 蔓 动 的 冲 量 。 利 用 这 些 英 系 ,我 侍 得 到 


一 工 (23 + 02) Tam 
了 = 人 + 号 Ht 二 ts 


A 
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和 6-1, 达 天 具 尔 方程 
算 空 中 的 电磁 场 可 由 P 一 0 j 一 0 的 麦克 斯 杂 方 程 来 决定 ， 我 
们 将 这 些 方 程 再 家 一 次 : 


rot 卫 一 一 二 3 ， div H=0, (8-1) 
roH= oF, divE—0. (6-2) 


这 些 方程 具有 不 为 零 的 解 。 这 鼎 是 散 , 邵 使 没有 电荷 , 电 珊 场 也 能 
存在 。 

在 流 有 电 奏 存 在 的 秆 室 中 所 出 现 的 电磁 声称 为 电磁 波 。 我 们 
现在 来 癸 究 这 种 场 的 特性 。 

首先 我 们 注意 浅 有 电 存 存在 时 的 这 种 电磁 场 必 定 是 随 着 时 间 
而 变化 的 。 事 实 上 ,在 相反 的 情形 中 , 洒 = 人 一 0， 方 程 (6-1) 及 
《6-2) 就 变 为 恒定 声 的 方程 (5-1 2) 及 (5-50, 51) 了 ;不 过 这 时 在 方 
程 中 P 一 0, j 一 0。 但 是 这 些 方程 的 解 (5-8) 及 (5-54), 在 p=0, j=0 
时 等 十 客 。 

我 们 加 在 来 推导 决定 电磁 波 势 的 旋 程 。 

我 们 已 经 知道 ,由 于 势 的 非 蛙 值 性 ,我 们 总 可 以 使 之 服从 某 一 
附加 条 件 。 根 据 这 点 ,我 们 可 以 这 样 来 选择 电 袜 波 的 势 ,使 标 势 满 
是 方程 


网 一 小. (6-8) 
这 时 ,B= 一 二 ,有 =1ot 和 A， 将 这 两 个 式 子 代入 方程 C6-2) 的 


(C127) 
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第 一 个 ,得 到 
rot rot 起 = —AA --grad div 起 = 一 


1 人 ?站 
e232 of2" 

虽然 我 们 已 经 对 势 加 4 了 一 个 附加 条 件 , 矢 势 却 仍 林 被 完 
全 唯一 地 确定 。 就 是 入 ,我 们 可 以 加 在 & 上 一 个 与 时 关 无 关 的 在 
意 而 数 的 梯度 《这 时 不 政变 9)。 就 特例 言 之 ， 我们 可以 这 样 磷 择 
电磁 波 的 势 , 使 


(8-4) 


div 态 =0. (6-5) 
实际 上 ,将 了 一 一 5h 代入 div 也 一 0 内 ,得 到 


> 3 
二 一 元 二 一 
div 3 iv 0， 


这 就 是 家 ,div 外 与 时 间 无 美 ,而 让 是 坐标 的 两 数 。 将 一 个 适当 的 、 
与 时 间 无 关 的 两 数 的 梯度 用 到 上; 我 们 总 可 以 使 div 站 一 0。 
力 程 (6-4) 现 在 变 为 
4 和 一 一 全 一 一 0。 (6-6) 


这 就 是 克 定 电磁 波 的 势 的 方程 。 这 个 方程 称 为 达 庆 具 尔 方程 
或 波动 方程。 

将 算 符 mt 及 9/3 应 用 于 这 个 方程 ,我 们 可 以 证 明 电场 及 
收场 下 满 是 同一 个 波动 方 各。 

算 符 A 一 二 4 称 为 达 期 具 尔 算 符 ,我 们 用 符 刁 口 来 代表 : 


-二 萎 ， 《8 71 
因而 波动 方程 可 以 写成 

Df=0, (6-8) 
式 中 ,了 是 和 ,下 或 再 的 红 交 一 个 分 量 。 达 朗 具 和 尔 算 符 可 以 守成 四 
度 形式 ; 显然 ， 


已 2 


国 | ”条 C6-9) 
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$0-2. 平面 波 
我 们 来 研究 电磁 波 一 个 特例 ， 这 种 电磁 波 的 场 仅 依 天 于 一 个 
黎 标 ,假定 是 w( 也 依 牛 于 了 时间)。 这 样 的 波 称 为 平面 小。 在 这 种 情 
形 下 ;, 场 的 广 神 为 


os D2 
了 Ife. 《6-101 


式 中 ;了 代表 矢量 喇 或 划 的 任意 一 分 量 。 
为 了 解 这 个 方程 ,我 们 将 它 改写 为 下 面 的 形式 : 


32 1DVv3 135 
6 c 交 儿 过 + ) 0， 


井 且 3 引 大 新 变数 
E=2—ct, Hy=xt ot. 


很 容易 证 明 ， 
9_1/3 189 3 _Il 2 .19 
3 2\9% cap on oo oop 


因而 f 的 方程 变 为 


of 
Ez 
将 这 个 方程 对 积分 ,得 到 
3 =7n), 


式 中 ， 可 mw) 是 一 个 任意 西数 。 再 和 分 一 女 ， 就 得 到 f= J1(#) 十 
十 PC9 此 处 的 贱 及 二 是 侍 意 画 数 。 因 此 ， 
f= fw—ct) + fest et). C6-11) 
例如 ， 设 和 =0, 其 f= 二 (#5 一 ct) 现在 蕊 我 们 来 衣 明 这 个 解 
的 意义 。 在 答 一 “一 常数 的 平面 内 , 场 那 因 时 有 问 耐 变化; 柱 不 同 的 
眠 闻 , 场 是 因 不 同 的 # 而 不 同 , 显然 , 对 于 满足 w 一 民 = 常 数 的 坐 
标 3 及 时 间 1 米 说 , 场 有 相同 的 值 ,如 
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8 一 常数 十 呈 ， 

这 就 是 座 ， 假如 在 某 … 是 间 1 0, 场 在 某 一 点 z 有 一 个 -. 定 的 逢 ， 
那么 , 在 一 个 时 间 间 中 以 后 , 更 在 沿 苹 轴 与 原来 点 相距 呈 处 有 同 
样 的 值 。 我 们 可 以 讨 ， 所 有 电磁 场 的 值 都 以 光 连 :在 宰 疝 沼 轴 
传播 。 

因此 ,as 一 扣 ) 是 向 开 朝 正 方向 行进 的 平面 波 。 很 容易 刊 断 ， 
fxKzx+o) 是 沿 着 相 及 的 方向 ， 如 沿 着 朝 的 负 方 向 行进 的 平 膏 
波 。 

在 6-1 中 我 们 已 经 证 明 ， 贝 磁 波 的 势 可 以 如 此 地 选择 ， 使 
9 二 0，div 入 =0。 我 们 也 可 以 同样 地 选择 我 们 现在 研究 的 平面波 
的 势 。 因 为 所 有 的 量 者 与? 及 = 无 关 。 所 以 dir A=0 这 个 条 件 ， 
在 吉 在 的 情况 下 葵 出 


按照 (6-107 式 ,村 一 0， 即 5 一 常数。 但 是 导数 54 决定 电场 ， 


而 且 我 们 可 以 看 出 ， 在 现在 的 情形 下 ,分 基 44 不 为 堆 就 意味 着 有 
一 个 屿 向 恒定 电场 存在 。 刻 然 这 样 的 电场 与 电磁 波 无 关 ， 我 何 可 
以 使 4 一 0。 

固 此 ,平面 波 的 矢 势 总 可 以 被 选择 得 米 垂 审 于 互 下 , 即 垂 直 于 
这 个 波 的 博 播 方向 .。 

我 们 来 考虑 一 个 沿 着 开间 的 亚 方 向 行进 的 平面 波 ; 在 这 个 波 
里 ,所 有 的 量 , 特 下 是 久 , 从 仅 是 z 一 弛 的 画 数 。 从 公式 


lA )， 
FE:=: cr 


我 们 得 到 
E=A'H:=wyxA=Tr— of) xA -nx A, (6-127 


此 处 的 一 撒 ,表示 对 * 一 ct 的 微分 , 则 半 则 代 才 沿 着 波 的 传播 方向 
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的 一 个 单位 矢量 。 将 第 一 个 方 各 代 大 第 二 个 ,得 到 
H=nxE. {6-13) 
从 下 一 二 及 C6 一 13) 式 我 们 可 以 看 出 , 硅 而 波 的 电场 E 及 磁场 
H 拖 下 渔村 煞 的 传播 方向 。 根 据 这 个 理由 ， 电 磁 小 称 为 横流 。 此 
外 ;从 C6-13D) 式 可 见 , 不 太 波 的 电场 和 磁场 是 相互 地 直 的 。 从 同一 
方程 (8-18) 世 可 以 看 上 则 ， 不 闸 波 的 电场 的 粮 对 入 与 磁场 的 外 对 值 
是 相等 的 。 
我 们 还 得 来 出 平面 波 内 的 能 流 ， 郎 李 夯 波 的 坡 印 廷 矢量 。 我 
们 有 


S ExH Ti Cn xE), 


瞩 然 了 mn= 0, 所 以 
8=- 2” Emn = .°.H2n., 
47 生 7T 


因此 能 流 是 沿 着 波 的 传播 方向 。 猎 然 殉 一 如- (Be 十 Re) 一 区 -是 
波 的 能 量 密度 ,按照 场 以 光 还 传播 的 事实 ,我 们 就 可 以 写 
S=eW ne (8-14) 

岂 碰 波 的 每 个 中 位 体积 内 的 神 量 是 S/cz。 对 于 在 面 波 来 就 ， 
它 等 十 CW /ce)n。 我 们 应 恋 注 意 电 磁 波 的 能 吧 环 与 神 量 水 /e 之 天 
的 关系 ， 正 如 以 光速 运动 着 的 质点 的 能 最 与 冲 显 之 间 的 关系 一 样 
《 见 §2-8)。 

场 的 冲 旺 的 通 量 是 由 能 基 - 一 神 晨 张 且 的 分 量 fxs 所 决定 的 。 
假如 选择 波 的 传播 方向 为 工 辅 的 方 铅 ， 我 个 求 出 gs 的 唯一 不 血 
于 需 的 分 量 是 


Te 一 于 。 {6-15) 

正如 它 所 应 当 的 一 样 ， 冲 量 的 通 量 是 沿 着 波 的 传播 方向 ， 而 且 其 家 
对 值 等 于 能 量 密度 。 

恨 如 电磁 流落 在 一 个 贤 收 它 的 物体 上 ,那么 ,这 个 物体 将 受到 
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一 定 的 压力 (新 谓 光 压 )。 光 压 等 十 在 单位 时 间 内 落 在 物体 漂 位 面 
只 上 上 的 波 的 冲 此 的 冬 刘 (本 物体 户 面 的 ) 分 齐 。 假 如 ( 昌 商 的 ) 法 入 
与 大 射 误 成 0 角 ,那么 ; 光 压 就 等 于 W eos 9， 在 一 般 情形 下 ,假如 
波 不 完全 被 吸收 ,而 一 部 分 从 物体 的 表面 反射 回 米 , 光 压 就 锻 于 人 
射 波 与 反射 小 的 冲 量 的 入 对 慎之 和 。 


$ 6-3. 包 色 平面 波 

电磁 被 的 一 个 非常 重要 的 特例 ， 就 是 这 样 一 种 波 ， 在 这 种 波 
内 ， 场 是 肝 阅 的 简章 周期 两 数 。 这 种 波 称 为 音色 波 。 在 音色 波 内 ， 
所 有 的 景 ( 势 , 场 的 分 量 等 ) 以 形 如 cos wt 十 a) 的 因子 与 时 间 发 生 
关 和 柔 。 吃 这 个 昌 称 为 波 的 循 生 频率 (我 们 将 简称 它 为 频率 )。 波 的 
周期 是 2mr ja。 

在 波动 方程 中 ， 场 对 时 间 的 二 阶 导数 现在 中 3 让 = 一 oz 所 
以 ,对 于 音色 泓 , 场 在 空间 的 分 布 为 方程 


AJ+ 等 f=0 (6-16) 


在 ( 沿 着 全 和 人 笛 播 的 拉面 波 办, 场 仅 是 # 一 dt 的 画 数 。 因 此 ， 
假如 平面波 是 罩 色 的 ,那么 它 的 场 将 是 x 一 持 的 简单 冰期 画 数 。 

这 种 波 的 矢 热 写成 一 个 复数 式 的 实数 部 分 是 最 方便 的 了 ， 郎 
写成 


fe -外 C6-17) 


(Re 意 即 实数 部 分 》，。 这 出 ,Ao 是 某 一 个 复 常 矢量 。 显 而 易 见 ,这 
种 波 的 场 耻 与 场 过 a 


BE= Be|Eoe (: -让 


H= Re [Hoe -让 
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滑 个 场 有 同一 的 频率 %。 
我 们 称 


一 2Te/eo {8-8) 
六 小 乓 ; 它 是 场 在 葵 定 瞬间 上 随 华 标 > 而 变化 的 周期 ，&1, Fo, Po 
称 为 与 它们 相应 的 莉 的 复数 据 帆 。 

由 于 麦克 斯 草 方 程 是 米 性 的 ， 采 用 复数 式 就 显得 非常 便利 , 
因为 用 了 复数 式 ,所 有 的 运算 不 是 施 之 十 三 角 式 ;而 总 施 之 于 简 路 
得 多 的 指数 式 ， 久 发 以 后 再 取 半 实数 部 分 就 行 了 。 令 后 我 们 将 常 
常 应 用 复数 形式 。 这 时 不 首 而 哈 ， 我 们 应 取 相 应 的 复数 式 的 实数 
部 分 : 

假如 我 们 引信 沿 着 斌 传播 方向 的 主 们 矢量 D3， 斯 么 08-172 式 
可 以 写成 


KK 一 全 开 一 人 aa [人 -191 
称 为 波 矢 量 。 因 此 ,我 们 有 
起 一 Re {ss a ETT) js (0-20) 


以 及 证 和 吾 的 相似 的 表示 式 。 
按照 [0-12) 式 , 放 主 及 场 且 可 以 用 起 玉 表 示 ; 对 于 浊 久 小, 从 
这 些 公式 我 们 得 革 


E=ikA, H=ixB., {6-21) 
分 量 为 . 
KE] [2 8= kz, Hy k= (6B-222 
的 天 量 Ei 称 为 四 度 波 矢量 。 引 入 了 这 个 矢量 ,我 们 可 以 将 C6-20; 


式 写 成 


= Re {Aoe 上 (6-93) 


4384 | 第 坟 章 ”电磁 玻 


四 度 波 大量 的 平方 

k=0. (6-24) 
把 (346.37 代 大 和 达 朗 只 尔 方 程 

口 起 二 0， 


可 以 直 赤 根据 定 尺 导出 上 面 的 关 柔 式 。 


习 是 


求 一 个 电荷 在 单 乞 平面 波 和 一 息 o cot 丰 [22 下 内 的 运动 。 
合 : 我 们 洗 择 了 轴 洁 着 总 的 方向 ; 哈密 帧 - 雅 可 举 方 程 是 


日 好 本 i 站 上 人 四 
{ ) + (加 一 Ao CoB ECE oD) (全 | 3) 十 mel 


EE 中 条 FE 
我 们 型 求 下 通 彩 式 前 总 : 
S=ay+Bzti+7ts+on) + Fr —ot), 
不 由 ;避让 星 常数 ;而 所 2 一 ec 如 是 一 个 林 知 的 厨 数 ， 和 


号 二 oy 十 6z 十 2 十 o) 一 站 {+t mtor 5 jc at) 二 
+ 人 nt Cv- 和 Hin Dk(w — wut), 
Sa 名 


要 决定 运动 ， 我 们 必须 使 导数 3 ，39，25 等 于 某 由 党 烙 ; 只 要 玲 标 原点 及 时 间 的 
计算 起 点 进 择 恰当 ,可以 全 关 毕 常数 为 骞 。 引 天 9 二 Cx 一 ot) 这 个 量 ， 我 们 就 得 到 哨 
室 适 动 的 参数 月 式 的 方程 


2 于 一 一 er 9 a + 十 
i -gin 

y= ory 好 -sin 六 2=5 

t= Di 十 卢 s 十 msG2 十 人 一 oT+ 


入 二 区 中 作对 条 是 部 下 的 生 标 条 统 ， 对 应 关 zi， 2, “的 厅 示 式 中 站 的 邓 数 
为 车 的 互 启 7 之 逢 。 在 让 全 不 未 中 ,我 估 有 


Cr 2 na, 
下 三 一 -Nin 9 :YY 二 一 -一 三 ££ 二 一 - 一 nn 分 辣 
ok 作业 下 ] 卫 9， 2=0, 2 天 号 天 后 于 和 
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其 中 ， 


ee 
因此 ,中 桨 向 着 一 个 示 了 的 8 字形 加 C 遵 (其 珊 沿 着 工 山 ) 运 动 。 
$6-4. 名 草 勒 效应 


应 用 四 度 波 矢量 , 很 窒 易 求 出 与 KK 从 一 个 坐标 双 统 到 另外 
一 个 坐标 系 闹 的 变换 公式 。 四 麻 矢 其 的 一 般 变换 公式 [1-26) 答 出 


将 分 量 关 的 值 代入 , 旭 


但 是 1 一 k eos a= 二 e08 m% 式 中 的 % 是 与 互 轴 所 夹 之 角 , 因 此 ， 
我 们 得 到 


lt 0 人 
7 
这 就 是 多 普 蔓 效应 的 准确 公式 。 在 下 <&e 的 情况 下 ,这 个 公式 化 为 
四 一 加 ‘(1+ 下 GOg 区 小 (6-26) 


对 于 =kz, 我 们 有 


(9 一 已 


{0-25) 


将 有 一 全 一 - cog & 代 大 ,出 
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vy 
oog A 
enog m= 2 
1 二-— cog a 

e 


《8-27 ) 


这 个 公式 与 在 $1-5 中 所 求 出 的 光 行 益 公 式 符合 。 
假如 我 们 选 撑 王 加 在 波 的 傅 播 方向 上 ,那么 ,正如 所 有 有 平面波 
一 至 ( 见 6-8), 鳍 色 被 的 能 量 一 一 补 量 张 量具 有 下 刻 不 为 进 的 分 
量 : 
了 0 一 刘 ，7 一 4 让， 一 一 市 。 
假如 引 人 四 度 波 估 革 i, 我 们 可 将 这 个 关系 用 号 系 形 式 写 为 
T= La 
乘积 ki 本 身 构成 一 个 二 阶 对 称 张 其。 因此 ， 从 (8-283 式 可 
以 斯 定 ， 开 /2 起 一 个 标量 。 因 此 , 当 我 们 从 一 个 惯性 坐标 变换 到 
另 一 个 时 ， 下 /oz 保持 不 变 , 而 能 量 密度 则 应 当 象 频率 的 平方 一 样 
变换 。 因 此 :注意 到 (6-28) 式 ,我 全 就 可 得 到 下 面 的 变 玫 公式 : 
ye wit ~» = 


1 一 。s 


证 然 开 = 一品 [47 盖 开 /4m, 我 们 可 以 断定 音色 波 的 场 的 杷 对 值 
象 频率 的 一 次 等 一 样 变换 。 

最 后 ,我 们 应 该 注意 既然 按照 (6-29) 式 , WW 和 FP!' 不 过 是 互 
成 比例， 那么 ， 对 于 为 一 桑 询 单 色 波 的 法 册 之 不 面 波 , 这 个 公式 也 
能 应 用 ,六 是 襄 ; 实 上 质 上 对 任何 汪 押 波 都 能 应 用 。 


ken. (6-28) 


{6-29) 


$6-3. 框 化 
我 们 现在 米 研究 不 面 单 色 波 的 电场 
下 = Re { Euoe ti 于 
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(这 时 所 作 的 一 切 计 答 ， 同 样 适 帮 丁 磁 境 》，Eo 是 时 一 复 拓 量 ; 它 
的 平方 Ei 在 一般 情 况 F 也 是 一 个 复数 。 显 然 也 总 可 以 表示 如 
下 : 


Eo 一 bets， 
同时 ， 苇 们 这 样 来 选 氨 a 使 失 呈 口 (-… 般 毅 来 ， 它 本 身 也 是 复数 ) 
的 平方 为 实数 。 王 是 , 电 凡 皮下 辣 的 形式 : 
E=Re fbe tO. {6-30) 
技 们 将 Bb 写成 bi 一 py 的 形式 ， 此 处 的 由 和 bs 是 两 个 实 舌 
时 。 上 既然 扣 二 如 一 拒 一 22bir bs 邮 当 是 实数 ;所 以 ; hitbo==0, 就 是 
衣 bz 和 bs 权 和 占 慌 蔬 .:， 我 们 选择 了 埋 和 艺 轴 平行 于 m 和 bs 了 朝 
是 沾 着 波 的 传播 方向 》， 于 是 从 56-30) 不 ,得 到 
Ey=b1 co K.P — wt+a), {6-31) 
Be bg Sinf KeoP— of oe) 
系数 姻 和 本 称 汐 法 的 控 柱 ; 0s 和 sin 的 幅 角 输 为 小 的 “ 相 ” 
办 C6-31; 式 可 直接 得 到 
+ 全 =1 《6-331 


从 这 些 公 式 可 以 看 出 ， 在 竺 图 的 每 一 点 ， 这 种 波 的 电场 和 失 芋 
在 与 了 平面 平行 的 年 面 上 旋转， 而 天 量 的 铺 反 描 炉 出 一 个 类 图 
C6-82)。， 这 样 的 波 称 为 椭 罗 极 化 派 。 假如 六 =Bs, 那么 ， 椭 贺 
C6-32) 变 为 辐 ; 叉 是 谣 , 电 雯 大 其 放晴 ， 而 其 纸 对 值 不 变 。 在 这 种 
情形 下 ,我们 称 之 为 司 极 化 。 

琉 后 ,假如 负 == 04 二 0, 那么 ;该 的 场 处 处 永远 平行 二 《或 反 平 
行 于 ) 同 一 个 方向 。 企 这 种 情形 , 波 秘 为 线 娅 化 泓 或 平面 极 化 疲 全 。 
显然 ,一 个 椭 回 柱 化 波 可 以 当 作 呐 个 平面 极 化 波 的 选 加 。 


平面 是 磁 茧 拓 虽 所 在 的 熙 也 ,和 兴 声 舌 量 所 谋 的 全 面 划 称 为 光 的 拔 动 平面 。 
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$6-6. 泡 赚 分 解 
每 种 波 都 可 以 去 为 不 同 频 率 的 田 色 波 的 选 加 。 在 数学 上 ， 这 
就 意味 着 ， 波 的 场 可 以 展开 为 博 里 呈 稻 数 或 傅 里 时 积分 。 这 种 展 
开 也 称 为 “ 光 计 分 解 ” 
假如 场 在 时 间 上 是 周期 性 的 (周期 为 卫 疙 那么 , 它 就 可 以 展 开 
六 傅 里 计 般 娩 如 下 全 ， 


+ 
了 一 > fue™ wnt (6-38) 


二 一 


式 中 ， oo 一 2r72 而 “信里 叶 分 量 ” 思 等 于 


人 一 责 外 fe at. (8-34) 


我 们 注意 , 衣 然 了 是 实数 , 册 么 ， 
了 一 并。 (8-95) 


加 为 障 音 起见， 我 们 在 此 只 考 圳 未 周期 性 的 场 , 效 个 声 是 音 周 期 运动 的 电 蒿 所 
产生 的 。 上 然 而 我 撞 必 须 认 着 ， 电 祷 体 季 的 稳定 址 动 (于 确 一 些 摧 , 近似 稳定 运动 ) 通 常 
不是 未 半 期 性 的 , 而 是 有 人 条件 周期 性 的 (可 以 沧 硼 ,例如 ， 本 教程 第 一 黎 “ 力 学 "8 68?。 
表征 这 种 运动 的 不 是 一 个 周期 ,而 是 一 个 完全 序列 的 许多 不 同 的 周期 (相应 地 , 是 妹 多 
不 同 的 频率 》。 所 有 有 作为 这 个 运动 5 及 所 产生 的 对) 的 特征 的 量 直 能 展开 为 一 个 简单 仿 
里 叶 级 数 ， 而 只 能 展开 为 -个 捧 广 的 傅 里 叶 级 数 ， 这 个 级 数 可 具 写 成 与 (B-88)? 相 仆 的 


形式 如 下 : . 
f= > je 


上 式 与 (6-838) 式 的 闫 别 在 于 , 求 和 下 是 府 之 于 wo 的 整 倍 数 的 各 种 并 奉 ， 和 而 是 施 之 于 有 
下 到 形式 的 类 这 :; 
WW 二 > eho, 
i 二] 
式 中 na; 63 ,m9 是 正 整数 或 黄色 区, 而 swf9)，…, wl 是 所 调运 动 的 基本 类 
率 。 
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波 的 平房 蝇 度 ( 场 的 平 才 定 为 波 的 强度 ) 有 如 下 的 形式 : 


=f3+2 2 fi2 《6-361 
《 求 平均 值 时 ,我 们 必须 如 着 ,和 拔 落 乘 数 如 efieoxt 的 平均 值 为 震 )。 
困 此 , 波 的 平均 过 度 等 十 它 的 望 色 分 量 的 强度 之 和 。 
一 个 非 周 其 性 的 场 了 可 以 分 解 为 做 里 叶 航 数 ， 内 慨 蕊 昌 这 个 
责 数 潢 足 一 定 的 条 件 ( 满 足 这 些 条 件 的 西数 通常 在 无 穷 远 处 为 需 )。 
这 时 ;该 的 光谱 分 解 为 


f= 人 Ta C6-37) 
式 中 ， 波 的 笨 里 叶 分 世 是 和 
f= 人 ev (6-38) 
则 时 ,与 (6-35) 式 一 样 ， 和 
1-.=f’. (6-39) 


十 志 


我 们 来 研究 积分 了 fxdt, 十 下 用 各 种 音色 分 量 的 强度 求 表 示 它 。 


用 (6-37 2 及 L6- 88) 两 式 ， 工科 知 到 


下 f= 了 1 了 了 .eic 一 


加 


-1 fudw free 小 于 Fodo， 


将 因 . 一 六 代 人 ,区 得 
十 之 


人 or 了 上 | wer | | 了 240. (8-40) 
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但 是 ,这 龙 时 常 遇 到 的 是 ， 场 在 实 实 上 并 不 随 着 对 胃 变 化 ( 特 
别 是 , 在 t= 士 oa 时, 场 不 为 雪 ) 同 时 也 不 是 产 格 周 湖 性 的 。 这 样 
的 增 既 个 能 及 开 为 障 里 叶 闻 数 ， 折 不 能 怕 开 为 传 下 计 积 分 《( 株 分 


和 feat 是 本 的》。 然而 企 这 种 二 况 下 ,我们 可 以 将 它 展 太 


一 如 


音色 波 如 下 。 

我 们 考虑 将 了 在 某 一 般 大 的 时 间 间 晤 一 .到 十 本 内 展开 为 形 
如 (6-83) 傅 里 中 狗 数 。 现 在 我 们 来 俏 定 波 的 平均 器 庶 《和 绝 过 时 间 
间隔 2 )。 因 为 我 们 假定 外 中 很 大 的 ,所 以 遇 个 所 着 的 频率 之 间 的 
间 捅 wo==27/ 人 TPT 是 很 小 的 ， 因 此 求 和 的 式 子 C6-36) 可 以 化 为 对 
dn= do/wo 的 积分 : 


十 可 0 , 
1 a 号 全， 2 人 多 
AFT 人 六 有 一 而 | 了 | [0 » 
-2 0 
全 
将 (6-384) 代 大 ,出 得 
oo 下 到 ， 
1 2 ™ 1 ~ 1 ; 】 
一 32301 = Tort i 
和 人 pi fe di tw, (0-41) 
[i a 


| 


因此 未 志明 度 可 以 用 日 色 纯 量 的 强度 的 得 成 职 的 开 区 一 
示 。 公式 (6-41) 使 我 们 能 妨 计 亲 在 任 一 无 限 小 的 晤 泉 转 沪 co 中 
的 强度 。 

当 了 -yo% 时 ， 产 趋 近 于 某 一 有 身 的 极限 。 由 于 这 点 ， 根据 


《68-41) 式 可 以 断定 ; 当 了 赵 向 无 穷 大 时 , 积分 by jew! 计 铀 汪 守 
一 样 地 增加 。 
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$6-7, 部 分 极 化 的 光 


短 一 角色 波 ,依照 自己 的 定义 ， 必定 姜 极 化 的 。 然 而 ,我 们 球 
常 所 遇 划 的 泪 , 它 们 仪 仪 是 近似 电 色 的 ,也 合 着 小 间 遇 2 中 的 各 
种 不 回 上 里 琛 。 我 们 考虑 这 种 波霸 且 假 起 所 是 它 的 某 一 中 间 频 这 。 
这 时 , 它 在 空间 答 定 点 的 场 亏 以 写成 Refaecie rw 此 处 的 复数 
败 幅 ot 刀 是 茶 一 个 变化 得 很 慢 的 时 间 的 落 数 《对 于 严格 单 色 波 
求 诡 ， 就 是 常数 了 7) 上 茎 然 A 决 定 溉 的 炭化 5 兄 呈 6-5)， 那 么 ， 
这 项 是 说, 在 波 的 答 一 点 , 极 化 随 普 时 间 变 化 ; 这 样 的 波 称 之 为 部 
分 标 化 波 ,， 但 是 在 特殊 情形 下 ，& 民 与 时 间 的 关系 可 能 是 这 样 
的 ,就 是 波 还 起 完全 硬化 的 。 这 种 情况 出 点 的 必要 条 件 是 ar 的 两 
个 分 某 之 比 ; 朗 波 的 场 的 两 个 互相 一 下 的 分 量 的 ( 实 ) 斤 帼 之 比 , 对 
肝 则 而 阁 是 常数 ;而且 它们 的 “相差 "必须 保持 不 变 。 

用 实验 米 驶 察 电 磁 波 的 圾 化 特性 , 城 特例 首 之 ,观察 光 的 术 化 
特性 , 足 将 所 研究 的 光 通 过 各 种 物体 (例如 尼 可 尔 王 楼 锐 ), 然 后 观 
察 通 过 的 光 的 强度 。 从 数学 的 闪 点 来 看 ;这 就 是 襄 , 我 们 可 以 从 波 
的 声 的 某 举 二 次 两 数 的 值得 出 关于 光 的 极 化 特性 的 一 些 精 花 。 在 
此 ， 不 襄 而 哈 ， 我 们 所 研究 的 是 这 些 一 数 的 了 时间 平 均值 。 场 的 二 
次 函数 起 -… 些 与 乘积 4idi, 4741, 或 41 入 成 比 的 项 所 构成 的 ， 
此 处 的 4 是 天 热 的 分 贡 。 形 和 如 Ai 一 40sdor ia 及 4 和 一 
一 43,494e9e! 的 乘积 包含 着 快速 振东 的 因子 后? 5 当 取 时 间 平 
均值 时 ， 辕 果 为 玲 。 形 妇 4142== doid$x 的 乘积 不 包含 那 种 因子 ， 
氏 而 它 对 时 间 的 平均 值 不 为 需 。 由 此 可 见 ， 部 分 标 化 光 的 特性 完 


本 一 4 C6-4d2) 
所 决定 。 
饶 然 矢量 A 总 在 下 得 于波 的 方向 的 平面 内 , 张 匮 va 一 共有 
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四 个 分 基 ( 在 本 节 内 ， 指 标 i 应 被 了 解 为 内 取 同 个 值 ， 即 .= 
二 12)， 从 J 的 定义 ， 可 以 看 出 在 这 个 张 量 的 分 监 间 存在 着 
面 的 关系 : 


J 二 J (6~48) 
我 们 将 张 盟 简化 一 十 。 识 如 为 "中 位 " 复 矢量 , 测 且 使 之 归 一 
化 ;即使 rin? 二 1.， 我 们 这 样 米 定义 1%, 使 
oR = C6-44) 
正如 将 对 称 马 量变 到 王朝 一 样 。(6-44) 式 可 以 配 成 
{Cf pO— Nesp Yr = 0. 
要 这 个 zh 的 一 次 章 次 联 立 代数 方程 有 异 于 盐 的 租 , 行 列 式 就 必须 
等 于 雪 : 


| 一 Xi | = 0, 【和 -村 5 23 
由 此 可 以 定 出 X 的 两 个 值 , 用 为 及 加 代表 之 ; 将 这 两 个 值 逐 葡 代 
大 (6- 往 ) 式 ;就 得 到 两 个 矢量 中 ?及 2 党。 
很 容易 证 明 , a 及 hs 这 两 个 量 是 正 实数 ， 而 矢量 Ww 与) 
“互相 垂直 ”, 即 满 足下 面 的 条 件 ; 
. 60902) 业 一 0。 (6-48) 


加 用 避 葬 (6~44) 的 琴 边 ,得 到 
Nnnt = N= nm | ott , 
但 是 任何 量 的 模 的 平方 的 平均 逢 都 基 下 实数。 
为 了 证明 (6-~46), 我 侍 等 测 方 程 
Tn Nn dnp = Nn, 
井 基 用 mi** 环 第 -一 个 方程 ,用 m4 千张 艇 二 个 方程 : 
TR nN I ntti 
我 们 取 第 二 个 方程 的 共 否 复数 ,大 利 用 J 二 pi: 
J Jp 1 =k” Tey 人工 ?一 JR Im han 4 
国 后 ,以 第 一 个 方程 瑟 去 这 个 上 程 ;就 得 到 
Ch Na = 
大 此 就 得 到 46-46) 式 。 


67 部 分 覆 任 的 苑 和 
现在 我 们 可 将 张 量 /8 写成 
i hn J 十 ane ni (86-47) 
用 吉 接 代 人 法 ,很 容易 迹 明 这 个 式 子 实际 上 满足 力 稳 46- 入) 
根 如 光 丰 完全 极 化 的 ， 那 么 ，Ao= 常数 ，viz 就 简单 地 等 于 
4uiz43[ 不 取 平 均值 )。 担 是 (6-47 ;的 每 一 而 痢 恰 有 这 种 形式 一 一 
一 个 常 矢量 CV hrm 或 jms 的 两 个 分 是 与 其 共 相 复数 之 积 . 
换 名 前 咒 ,每 一 项 可 以 当 作 一 个 完全 极 化 的 (一 般 底 来 ， 燃 加 极 化 
的 3? 波 。 此 外 ;可 以 看 由 ， 在 C6-47) 内 省 有 一 项 含有 这 两 个 被 的 分 
量 之 积 。 这 就 址 贰 ， 这 两 个 波 可 以 当 作 在 物 坦 上 筱 此 无 关 ， 或 者 
如 通常 所 襄 ， 这 两 个 炙 是 不 由 干 的 。 囊 实 上 ， 假 如 两 个 波 彼 此 狼 
立 , 那 各， 平均 信 474 询 等 于 平均 值 入 与 平均 值 4 之 要 
4, 既然 它们 每 一 个 又 郁 为 寄 ; 当 然 4 4 一 由 
在 和 6-5 中 ,我 们 已 焰 春 到 ， 我 们 总 能 够 选 据 一 个 复数 振幅 ， 
使 得 两 个 相互 乖 直 的 分 量 中 的 一 个 是 纯 实 数 ， 而 另外 一 个 是 纯 不 
数 ; 这 时 , 它 全 的 移 对 人 悍 决 定 相应 的 振动 的 振 山 。 
因此 ,我 们 可 以 写 
n= = (6-48) 
式 中 ,本 及 嫩 是 实数 (因为 归 一 化 的 条 件 ?= 1 它们 
之 间 有 关系 式 邓 十 本 = 12。 这 时 ，*9 可 以 写成 
了 42 一 ib,, n= bi (6-49) 
( 扶 使 二 ?=0)。 这 些 式 耻 天明 耿 个 椭 图 极 化 的 拱 动 的 酮 网 
是 相似 的 ( 洗 相 同 的 长 霜 与 短 轴 之 比 )， 而 其 中 的 一 个 对 于 力 一 个 
旋转 了 一 个 草 角 。 
因此 ,我 们 得 到 了 一 个 辐 尼 , 闻 每 一 个 部 分 极 化 波 可 以 胡 为 两 
个 不 相 二 的 权 贺 极 化 波 的 夺 加 ;它们 的 标 化 棋 册 是 相 亿 的 ,并 且 相 
互 垂 直 。 
区 的 总 强度 ” 与 场 的 平方 成 正比 , 邹 与 张 量 ve 的 对 月 分 量 
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之 和 成 正比 : 
eR C6-50) 
比值 
p= C6-51) 
人 1 


是 小 的 对 大 者 的 之 比 ， 决 定 光 的 退 极 化 程度 ， 假 如 光 是 完全 
标 化 的 ,那么 ,入 或 知之 中 的 一 个 为 需 ; 显然, 这 时 P==0。 在 相反 
的 情形 下 ,入 =%s, 所 以 P 一 1 这 样 的 光 称 为 林 标 化 的 光 , 或 称 为 普 
通 光 。5.6-44) 式 在 这 种 情形 下 只 有 一 个 根 ( 对 于 * 而 首 )， 这 个 事 
实 谨 明 了 张 量 ya 有 十 面 的 形式 : 

J Aodips (6-52) 
式 中 ,加 是 生 与 的 共同 的 值 ， 对 于 向 芒 mm, 这 些 方 种 输出 无 限 
多 个 伞 。 换 条 话说 ,普通 光 可 以 当 作 两 个 裤 化 疾 的 述 加 ,这 两 个 波 
的 强度 相 掌 ， 而 极 化 轴 的 方 | 名 (在 瑟 硬 十 光 的 方向 的 刺 面 内 ) 是 任 
意 的 。 


0~8， 才 电场 的 分 解 

电 桨 所 产生 的 场 在 形式 上 也 可 以 分 和 解 为 不 面 疲 《 即 展 开 为 全 
里 叶 积 分 2 然而 这 种 展开 ,在 本 质 上 是 与 由 磁 疲 在 恬 室 中 的 展开 
不 同 的 。 事 实 上 ， 电 窜 所 产生 的 增 古 不 满足 齐 次 的 达 计 上 只 尔 方 性 
C8-8), 因 而 这 个 展开 式 的 每 … 项 也 不 满足 这 个 方程 .从 此 可 以 断 
定 , 电 交 所 产生 的 场所 能 展 盾 的 夺 面 法 ， 寻 人 不满 是 娟 二 w/e? 这 个 
关系 ,而 这 个 关节 对 于 平面 浊 色 被 却 是 有 效 的 。 

就 特例 囊 乙 ,假如 我 们 形式 地 将 吉 电 起 胡 为 平面 波 的 选 加 ,这 
些 波 的 “频率 ”显然 为 军 , 因 为 所 考 虚 的 场 与 时 间 大 关 ; 淡 矢 基 当 然 
不 为 渤 。 

现在 我 们 来 考 虚 在 坐标 原点 的 点 电信 。 所 产生 的 场 。 这 个 场 
的 势 了 为 方程 


§ E63 藤 岂 诬 齐 分 的 4 各 


Ay= — AmedP) (6-53) 


所 决定 { 蜗 久 5-1)。 
我 何 糙 和 展开 为 傅 里 叶 积 分 ， 册 我 们 把 它 慌 为 opetT 形式 
的 平面 波 的 法 加 ， 
十 2 
p= $09 ea。 《6-54 


将 拉 普 扫黄 算 符 应 用 到 这 个 方程 的 两 边 , 我 们 得 到 


二 :x 
Agp=— $9 he PC 人 


所 以 , A9 的 表示 式 的 依 时 叶 分 量 CAP)x 是 
(Ap = — kp. 
男 一 方面 ,我们 取 方 程 46-53) 两 按 的 傅 里 时分 量 , 就 可 以 汶 得 
《全 多 Je 


十 号 
-- 1 和 i 
(CAPE= “Cary $$ 和 TeBCP)e dwdids = gi 


上 比较 CAp 7x 的 以 上 两 个 式 子 ,得 


P= 2 太 。 (6-655 ) 
这 个 公式 解决 了 所 提出 的 货 题 。 
象 对 势 P 一样 ,我 们 也 可 以 段 开场 
十 一 . 
F= 1054 Ene aksakyde, (8-56) 


利用 C68-54), 得 到 
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二 + 
E=— 一 grad 全 pitikE: rp Adhdkoah. = 


人 人 ik oreikr Aksdkydks, 
同 (8-5673 相 比较 ,得 
了 一 一 永 作 一 下 二 
从 此 可 以 看 出 ， 库 俞 岂可 以 务 解 的 波 的 场 是 沿 着 波 拓 虽 太 向 。 因 
此 ,这 些 波 可 以 蒜 为 多 小。 


C6-57) 


$6-9. 场 的 本 征 板 动 
我 们 来 闭 虚 空间 一 定 体 积 内 的 电磁 声 史 。 为 了 简化 以 后 的 谢 
倍 ， 假 设 这 个 体积 的 形状 是 一 个 攻 方 体 , 其 边 是 4, 如 COC。 这 时 我 
们 扯 以 糙 态 的 所 有 特征 量 在 这 个 长 方 体内 展开 为 三 重 铺 里 叶 圾 数 
《 控 三 个 坐标 因 这 个 展开 式 可 以 写成 (例如 对 于 矢 势 》 


上- > 入 es (6-58) 
Kk 
求 和 应 对 矢 昌 的 所 有 可 能 值 进 行 ,矢量 Kk 的 分 量 可 取 
be 2 2 


各 值 , re, my, ns 古 正 整数 或 名 整 数 。 系 数 Ar 必须 满足 关 和 柔 式 直 -一 
一 和 因为 在 必须 是 实数 ， 从 dira: 0 这 个 万 程 , 对 于 每 一 个 K， 


我 们 有 
kK: Ar=0, 《6-60) 


就 中 襄 ， 复 矢 量 x 垂直 于 其 相应 的 波 矢 旺 反 向 量 Ax 当然 是 时 
并 的 两 数 ; 他 摘 满 是 方程 
Kn ek A =0. (86-81) 


GY 这 里 所 指 的 是-… 个 设 有 电 桨 的 所 (自由 堪 射 *)。 
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假如 体积 的 过 4, B,1 足够 大 ， 那 么 ， 如，Fo 5 的 由 钼 的 值 
《它们 的 ma mm 相关 一 个 单位 2 彼此 儿 乎 相等 在 这 和 情形 人 下， 
我 们 可 以 苹 br, 加, Bz 在 小 辐 陋 和 pa， 和 全 & 中 的 可 能 值 的 数量 ， 

鲜 然 与 Xz 邻近 什 相 诬 的 me 相差 1 那么 , 在 间隔 A 和 内 各 可 
能 值 的 煞 肌 Ans 不 箭 音 地 等 于 和 之 值 的 相应 的 间 虎 。 因 此 ,得 到 


Es, Am 一 Ah 勾玉 5 一 A 


六 hr 二 4 
7 


分 量 在 间 了 AXs， 人 各、Ak: 内 的 和 拓 征 下 的 可 能 慎 的 总 数 人 A# 竺 于 
点 mr 上 my 和 ze 自 ]] 


F 
人 和 一 Contr Ab Ab, (8-62) 


式 中 ,一 480 是 场 的 体积 。 

由 此 很 容易 决定 其 级 对 值 在 间隔 AE 内 ， 而 其 方向 在 女体 角 
元 40 内 的 波 矢 量 可 能 慎 的 数目 。 为 此 , 我 们 只 须 在 “kx, Ky, 和 
室 骨 ”内 变换 到 球 坐 标 ， 并 卫 用 这 个 坐标 表示 的 体积 元 来 代替 
AkzAbAEk:，、 因 此 ， 


下 
Mn pany MEAo. (6-83) 


最 后 ， 艳 对 值 斌 在 间 陋 A 内 而 方向 任意 的 波 矢 量 值 的 总 数 祝 是 

《以 47 代 A0) 
3 2 (6-64) 
作为 时 间 画 数 的 矢量 x 可 以 化 为 以 ok 一 号 为 周期 的 简章 
周期 西数 (见方 程 6-61)、 我 们 将 场 的 展开 式 写 成 这 样 的 形式 , 使 
它 与 行进 乎 面 波 的 展 下 式 一 样 。 为 此 ， 我 们 将 籽 数 (6-58) 各 项 重 

新 排 一 下 ,写成 
| 直 二 > (apeik"T+ Aare—tE:r) C0-65) 

[3 


总 二 


这 个 形式 明 门 地 显 出 羡 的 实数 性 )， 首 且 政 为 每 一 个 ax 通过 因 
子 emt 与 时 间 发 生 关 系 : 
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Bre io er = ck, {6-66) 
C6 65) 式 大 的 每 一 顺 痢 仅 龙 K*P 一 emt 的 两 数 , 它 与 华 失 晤 方向 
传播 的 波 相应 。 
我 们 米 计 算 场 在 体积 下 内 的 总 能 昔 
g—- § CE + H2yqp, 


a 


把 它 表 未 为 ax 的 容 数 。 对 于 电场 ,我 性 有 


E:= 一 二 全 = 一 二 > 《有 etEP 十 县 e 一 这 
Kk 


利用 [6-662, 则 
E=s > MKCaxeakr 一 age 二 《6-67] 
恨 


对 于 磁场 H= rot &, 我 们 得 到 


Hi (kx awiker kk xue 一 让 中 外 《6-68) 
下 


当 求 这 些 和 的 平方 时 ， 必 须 训 戎 ,所 有 的 波 矢 晤 kK 去 K' 的 二 项 之 
积 在 整个 体积 内 积分 时 为 堆 。 事实 上 ,这 样 的 项 舍 有 了 形 如 时 1 的 
因子 ， qd=k+tk’, 而 积分 ;例如 


过 
,aw 
人 ed" dy, 
0 
当 mz 不 为 霉 峙 ,等 于 震 。 同 理 , 合 有 因子 tt? 记 的 积 坦 等 于 震 。 
在 邦 些 不 包 合 指数 因子 的 项 中 ， 对 QF 的 积分 怡 恰 等 十 体积 下。 
精 果 ,我 们 求 得 


下 , 
= 地 > {RP BE KE xa) Ck x A). 
RK 


但 出 于 ax*K 一 0 所 以 我 们 有 


【区 六 县 Je KK x a2)= Ean A 
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村 是 我 们 最 后 得 色 


£2 、 

全 四 ™ = 1 

(7 > Ek; ERE= oor Hy Bag. (6-09) 
天 


因此 , 场 的 总 论 生 是 用 刘 虹 Gx 之 和 米 表示 的 ;而 x 又 与 每 一 单个 
的 平面 波 相 联 系 的 。 
抽 问 样 的 方法 ,我 们 可 以 帮 算 志 的 总 种 是 


工 Sar= 1 § E x HSP， 
Fa 47e 


Ok, C6-70° 


托 且 得 到 


从 下 而 波 的 能 各 与 神 昌 的 关系 ( 见 妆 6-2), 也 可 以 预料 到 这 个 精 
下、 
采用 了 展开 式 (6-65)[ 或 (8-58)], 可 用 不 圳 向 的 变数 序列 [站 
量 az) 来 描述 场 , 而 不 用 违 炳 的 变数 序列 来 描述 [其 实 是 用 和 给 空间 
各 点 以 所 站 2 9 2 区 的 办 法 来 描述 ] 我 们 现在 将 变数 ax 作 一 个 
变换 , 使 场 的 方程 式 变 为 与 力学 中 哈密 顿 正则 方程 相似 的 形式 。 
我 们 引入 实 * 正 则 变数 ”9x 及 Pp. 其 关系 如下; 
Qz = a 十 23k 人 _ 
Px 一 一 sorafax a) = Or. (86-71) 
式 中 , a 是 基 一 个 实 常 数 ,这 个 常数 我 们 以 后 要 这 样 来 决定 ,使 “F 
义 冲 最 ?及 “坐标 ?的 关系 Pk= ex 实际 上 是 运动 方程 的 一 个 推 项 。 
将 用 Px 及 gx 表示 的 ax 诸 量 代 大 能 最 表示 式 (6-69),， 就 得 
到 场 的 哈 帘 顿 丙 数 : 
= DH ma tla). 
9 民 


Fy 


8S7rc2o2 


合 ,必须 全 


th 


为 了 要 使 哈密 顿 方程 3 一 与 Ps 一 Bw 


1 
og 部 
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A 
人 二 } C2 + 


这 时 , 哈 带 转 丙 数 取 个 南 的 形式 : 


1 
= DPEtoME)- > er. 
Kk RR 


“运动 方程 ” 
Di _ DN 
Bi Pi 
出 变 为 方程 


dr +w?Ax=0, 
就 是 襄 ,它们 同 声 注 程 完全 一 样 了 ， 


{6-78) 


(6-74) 


矢 Px 及 Qn 中 的 每 一 个 都 後 吉村 波 矢 量 K, 即 有 两 个 独立 
分 基 。 这 些 欠 仍 的 方向 决定 其 袖 应 的 行进 波 的 极 化 方向 ， 用 Qj 
j=12, 代表 矢量 gx 的 两 个 分 景 (在 与 k 垂下 的 平 商 内 ), 我 们 就 
有 8- 六 98 对 于 Pi 我 们 也 可 以 得 到 相 做 的 式 子 。 这 时 ， 


1 
= 了 3 ni= PE + od). 


kj 


{8-—75) 


由 此 可 见 , 哈 泌 巾 黄 数 分 解 鸭 独 亚 项 Yi 之 和 ,每 一 项 仅 舍 
有 一 对 量 Gx; 扩 Pxi。， 每 一 个 这 样 的 项 与 一 个 有 一 定 波 矢 早 及 极 
化 的 行进 小 相对 应 。 .Xxi 的 形式 与 作 简 莫 拨 动 的 一 度 拨 子 叶 的 哈 
密 顿 画 数 一 样 ， 因 为 这 个 理由 ,我 们 有 时 乱用 挨 子 米 展 开场 。 

我 们 来 写 出 用 变数 Px, Qx 明 显 表 示 的 场 的 公式 。 从 (6-71) 及 


(8-72) 得 
ea 


. 了 . 
8 一 +} (Pi —#0xQx), 3E= 一 和 YFPetionQy). 


加 可 以 才 看 , 阅 如 , 本数 程 第- 一 管 “ 力 学 *§ 31。 


{6-78) 
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将 这 些 式 子 代 人 (6 65》 我 们 得 到 更 的 色 执 


/元 二 1 
4 中 下 S ECA eos kep—Prsinker), (6-77) 
上 


对于 电场 与 伐 场 , 我们 求 得 


E= 2 FS ceras sin K.Pp+ Pi eos K.P), (8-78} 
站 


H=2f > {ekCk x ga) sin k,z 二 (KxPu) cos kon). 
三 
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8 7 几何 光学 

平面 波 的 特征 是 它 的 侍 潘 方向 和 找 巾 在 任何 地 点 都 是 一 样 
的 ， 任 意 的 电磁 波 当 然 没 有 这 种 特性 ， 

然而 ;在 许多 情况 下 ,电磁 痰 虽然 不 是 小 面 泪 ， 但 其 有 这 和 牢 特 
性 ， 即 它们 在 室 间 的 每 ~… 个 小 区 域内 可 坟 当 作 吓 不 面 波 。 为 了 满 
足 这 个 要 米 , 显 然 , 菠 韵 振幅 和 方向 在 与 波长 同 煞 重 级 的 距离 内 必 
须 是 几乎 不 变 的 。 

假如 这 个 条 件 被 满足 了 ,我 们 可 以 引 大 一 个 所 独 演 古 ， 它 是 
这 样 一 个 丙 ， 在 配 面 上 的 每 一 点 ; 滤 的 相位 在 任 一 瞬间 祁 是 一 样 
的 ， 平 南 认 的 波 面 显然 是 一 个 与 光 的 传播 方 度 相 正直 的 牛 硬 。 在 
袜 间 的 租 一 个 小 区 域内 ， 我 们 可 以 襄 光 的 紫 揪 方向 卉 是 丁 流 面 。 
这 有 时 ,我们 可 以 介绍 光 各 这 个 概念 ,光线 是 其 上 征 一 点 的 切入 都 辣 
光 的 博 揪 方向 相合 的 线 ， 

这 样 研究 波 位 播 规 很 共 几 何 光 学 的 对 象 , 因 此 ;几何 光学 将 波 
的 优 播 ,特别 共 光 的 健 播 , 当 作 光 强 的 信 播 ， 央 而 完 余 同 它 的 波 的 
特性 用 殉 了 关系 。 换 名 诅 总 ,几何 光学 相当 于 0 的 极限 情形 ， 

我 们 现在 来 求 有 几何 光 学 的 基本 方程 一 一 决定 光线 占 向 的 方 
程 ， 访 了 起 描写 获 的 岂 的 任意 一 个 量 (E 或 且 的 任意 一 个 分 量 2)。 
在 和 平面 些 色 波 中 ,了 有 有 下面 的 形式 : 

f=as(KerP to goinite) (7-1) 


《我 们 隘 去 了 Re; 以 后 所 进 到 的 式 了 我 们 到 处 了 有 解 水 取 其 实数 邦 


(C152) 


$ 7 了 工 几何 :党 学 163 


分 )。 

我 们 将 声 的 表示 式 写 成 

f= aerr., C72) 

慨 如 波 不 是 平面 的 ,但 几何 光学 可 以 应 用 ,那么 ,一 般 来 褒 , 振 幅 忆 
起 党 村 与 了 时 间 的 向 数 , 位 数 沙 世上 时 人 艇 相 丽 数 全 ,没有 象 (7- 了 也 样 
简 塘 的 形式 ， 但 是 在 本 实 上 ， 贞 是 一 个 很 大 的 复 ， 这 可 以 直接 从 
下 而 的 达 实 在 出 来 , 印 当 我 倍 移 动 一 个 波长 时 , 风 就 变动 27, 而 几 
何 光 学 是 与 极限 一 0 相应 的 ， 

在 -一 个 小 的 室 贿 区 战 中 和 一 个 小 的 时 关 肖 隔 内 ， 相 柄 数 可 以 
展开 为 般 数 ; 如 有 果 只 准确 到 第 一 般 , 则 我 们 有 


or 


《 绎 秆 及 时 间 原 点 邯 选 择 在 所 研究 的 空间 区 域 及 时 间 问 隔 内 ; 导数 
的 值 取 在 原点 的 值 》， 将 上 式 与 (7-1) 式 相 上 比较 ,得 到 


k= 2 EI 名 = -Y， (7-3) 


这 相应 于 下 夯 的 事实 ， a 
癌 辐 隔 志 访 波 可 以 当 作 是 沾 面 的 。 用 轩 度 定 间 形式 ,57-3) 式 可 以 
写成 


k= (7-4d) 


在 $6-8 中 我 们 已 ,经 看 由， 四 度 天 量 & 的 分 量 之 间 有 好 一 
的 关系 。 将 (7-4) 代 入 ,得 到 


让 英 于 相 琐 数 { 傻 允 为 9ig02ag, 德 文 为 da8 iEonal], 英文 为 了 ikonaly 可 大 
老 点 .Sommarield; 由 heoretigenhe Physik， 各 出 皮 ， 第 一 战 ,种 311 一 2]3 真 译 
省 注 。 
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这 个 方程 称 为 相 摧 数 少 程 ,' 尼 是 下 向 光学 的 基本 方程 。 
在 证 动 方程 内 ， 作 应 楼 的 极限 过 流 * 一 0 也 可 以 导出 相 画 数 
方程 。 妃 了 满 中 波动 方程 
of 
Te 


t 


一 小。 
将 f=aei* 代 和 人 ,得 到 
Pr 十 ie 2 i J (有 下) f=0. (7-06) 

但 是 上 面 已 继 指 出 ,机 画 数 少 是 一 个 很 大 的 量 ; 因此 前 三 项 与 第 四 
项 榈 比 可 以 略 去 ,于 是 我 们 各 藉 得 到 方程 67-5 和 

在 这 里 ,我 们 还 将 来 出 -- 系 到 关 和 柔 ; 然 而 芥 将 这 些 关 系 应 用 到 
光 在 申 空 中 的 侍 播 上 ; 则 所 导出 的 精 果 痢 是 些 显 而 易 见 的 。 周 对 ， 
我 们 在 这 里 所 求 出 的 普 汤 形式 ， 尘 十 光 在 物质 媒质 中 的 健 播 照样 
可 记 应 用 , 

从 机 于 数 方程 的 形式 ， 得 到 一 个 在 几何 光学 与 质粒 力学 赔 的 
惊人 的 相 代 性。 粒子 运动 只 定 填 蛤 密 屿 - 雅 可 第 方程 (3-507: 

(六 -4:) 二 ?203 二 由。 

这 个 方程 , 正如 相 函 数 方 程 一 样 ， 芷 一 个 一 阶 俩 导数 的 .二 次 的 方 


哥 . 我 们 知 遂 , 作 用 展 六 与 粒 了 的 神功 了 及 哈密 三 阔 数 .5 有 下 列 


35, we _9os 
P=3p: 2 = FF 


将 这 些 公式 与 公式 (7-3) 比 较 , 我 们 看 山 , 波 矢量 在 几何 光学 
中 所 扮演 的 角色 正如 粒子 风神 量 在 力学 让 所 夫 演 的 角色 一 样 ， 而 
频率 所 扮演 的 角色 趋 哈密 顿 鹿 数 ， 邹 粒子 的 能 量 ， 波 矢 其 的 级 对 
什 大 同业 率 有 = 上 的 关系 ， 我 们 者 出 ,这 个 关系 正 与 一 个 质量 
为 泛 而 速度 等 于 光环 的 粒子 的 部 最 与 能 量 的 关系 一 所 相似 。 
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对 于 完 点 ， 哈密 大方 和 
2 ye Po 


DP ， 
成 立 。 从 上 上述 的 相 贫 性 ,我 人 拉 可 点 直接 写 出 光 焰 的 相 亿 和 的 方程 
A SI 
KE CT7) 


在 芙 空中 ， 呈 =ek, 因而 天 = 0,Y=enfn 是 沿 着 波 的 优 播 方向 的 单 
位 天 量 就 是 襄 , 在 其 定 中 , 光线 是 直线 , 光 沿 着 这 条 让 米 以 速度 
“传播 。 

下 面 的 考虑 ， 更 加 清楚 地 部 明了 波 的 波 矢 量 与 粒子 的 冲 量 的 
相似 性 。 我 们 米 考 塌 一 种 波 , 它 是 许多 埋 色 波 的 渤 加 ,这 前 多 家 色 
波 的 频率 虽然 不 同 ,但 是 处 在 某 一 不 大 的 阅 障 之 内 ,这 个 狂 只 占据 
空间 的 某 个 有 限 区 域 (这 就 是 所 背 “ 波 包 ”)。 我 们 利用 公式 (4-43) 
及 能 量 一 一 冲 量 张 量 (6-28) 来 计算 这 个 小 的 场 能 四 度 冲 其 (对 于 
每 一 个 包 色 分 量 )，。 用 如 的 一 些 华 均值 代替 这 个 公式 中 的 i 我 
们 得 到 


Pi= Ak;, C7-8) 
这 里 四 度 矢量 Pi 与 嫩 的 比例 常数 手 是 一 标量 。 写 成 三 度 形式 ， 


这 个 关系 答 出 
P= 4k， = Aw, 《7-9 1) 


由 此 可 见 , 当 我们 从 一 个 参考 系统 过 滤 到 另 一 个 参考 系统 时 , 波 包 
的 冲 量 与 能 最 波 矢 量 与 频率 一 样 变 换 。 

再 往 前 追 漳 这 种 相似 处 ,我 们 可 以 为 几何 光学 树立 一 个 原理 ， 
这 个 原理 与 在 力学 中 的 最 小 作用 量 原理 相似 。 然 在， 最 小 作用 时 
原理 这 时 不 能 写成 哈密 知 形 式 8 工 4 一 0 因为 对 于 区 各 ,不 可 能 
引用 一 个 如 粒 了 的 拉 格 册 朋 沿 数 一 样 的 本 数 事 实 上 ,柱子 的 拉 格 
朗 日 苹 数 与 哈密 顿 西数 有 4=P" .9 的 关系 。 假如 用 频率 
必 代 办 哈 密 模 谢 数 ， 用 冲 量 代 蔡 波 余 量 k, 耶 么 ,光学 中 的 拉 格 庆 
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日 珊 数 就 应 配 写 成 92 一. 但 是 这 个 式 子 等 之 ,因为 =o， 
师 然 前 面 已 经 提 到 过 ,光线 的 传 揪 ,同一 个 贤 景 为 党 的 粒子 的 运动 
惜 似 ,那么 ,对 于 光 入 引用 拉 格 妇 日 几 数 之 不 可 能 也 就 户 按 石 出 来 
了 。 


假如 法 有 一 个 一 定 的 饮 定 频率 oo 都 么 , 它 的 场 与 时 间 的 关系 
就 为 一 个 因子 e ”所 决定 。 央 此 ,这 样 的 波 的 相 两 数 就 是 


中 一 — wt hs, Y, 2), (7-10) 
式 中 , 山 仅 是 坐标 的 沙 数 。 相 画 数 方程 (7-5) 现 在 取 下 面 的 形式 : 
Cgrad 由 = 等， (7-11) 


波 面 就 是 定 值 相 尔 数 的 曲面 ， 尔 即 曲 匣 族 Cw ys 一 常数 。 光 
米 本 身 在 每 一 点 都 重 芒 于 相应 的 波 画 ; 光 妨 的 方向 为 梯度 yy 所 
众所周知 ,假如 能 量 是 常数 ,粒子 的 最 小 作用 其 原理 也 十 以 写 

成 一 种 所 请 黄 培 督 原理 习 的 形式 : 

S86 FE*dl= 0, 
这 里 的 积分 是 沿 着 两 点 网 的 粒子 的 轴 道 而 到 的 。 在 这 个 式 子 内 ， 
我 们 假 圾 冲 量 是 能 时 与 坐标 微分 的 画 数 。 光 糖 的 相 类 似 的 原理 龙 
费 马 原理 ， 在 这 种 情形 下 ,我 们 利 册 相位 性 ,将 费 甩 原理 写成 

5 一 5 Vk. (7—12) 


在 捧 窗 中 ， K= 二 D, 我 们 得 到 (dn= dt) 


S ， dt= 0, C3-18) 
这 与 光 沿 站 米 伴 播 相 应 。 


中 关于 英 培 敬 知 理 , 订 者 志 周 霹 源 ; 理论 力学 ,第 460 页 一 远 二 注 。 
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7-2, 强度 


在 几何 光学 中 ， 光 波 可 以 当 作 一 束 光 线 ， 然 而 光 樟 本身 仅 仪 
决定 党 在 每 一 点 的 传播 方 向 ,这 人 下 来 一 个 千 题 ,部 光 的 强度 在 空 
半分 布 的 间 题 。 

在 所 郑 虑 的 光 秦 东 的 证 面 上 ， 我 人 取出 一 个 无 限 小 的 面 匹 。 
从 微分 几何 向 | 道 , 在 每 一 个 曲面 的 每 -已 上 ;有 两 个 (一 般 说 是 个 
中 的 ) 主 业 素 全 种 。 设 w 赋 和 下 图 ?7- 切 为 主 曲率 锅 的 看 元 ， 它 们 

: 流 面 的 葵 定 面 苑 上 .。 径 过 & 和 <。 的 光 效 相交 十 相应 的 曲率 贺 
0 帮 经 过 和 站 的 光线 旭 相 交 王 易 一 曲率 国 心 ; 请。 

当 从 0 和 和 0s 出 发 的 光束 的 升 放 和 一 定时 , 最 ac 和 上 妈 之 长 
电 然 与 曲 末 什 径 及 和 中 成 比例 ( 序 与 Die 及 052 成 比例 )。 面 元 
的 面积 与 攻 度 me 和 到 
58 之 积 成 比例 ， 即 与 
总 如 成 比例 。 者 名 话 
识 ， 很 如 我 们 上 兹 虚 一 
个 出 一 粗 光 嫉 所 限制 
的 变 古 元， 那么 ， 当 图 7-1， 

我 们 消 着 光线 移动 时 ， 喇 元 的 夯 积 将 与 Rifis 成 比例 地 改变 。 
另 一 方面 , 光 的 强度 ， 即 每 音 估 面积 的 能 基 通 量 ， 与 一 定 的 光 


能 量 通过 的 曲面 面积 成 反比 。 关 此 ,我 代 得 到 一 个 千 果 , 训 光 的 强 
度 是 
常数 
T= Rh C7~14) 


这 个 公式 必须 了 解 如 下 。 在 每 一 条 光线 上 ( 国 7-1 中 的 48)， 
存在 着 确定 的 点 Ca 及 0s, 这 两 点 是 所 有 与 光 条 由 交 的 波 面 的 申 
素 中 心 (在 与 其 他 光 米 相 英 之 点 上 7 加 CG 与 De 是 从 口 点 (让 曾 与 
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光 缠 相交 之 点 ) 公 01 和 0s 的 距 痪 ， 即 波 曾 在 9 点 的 曲率 什 径 及 
及 fs。 因 此 ,公式 (7-14) 决 定 光 沿 若 -条 光线 上 的 号 度 变化 ， 表 
示 为 到 访 线 上 一 定点 之 距离 的 两 数 。 我 们 强 愤 指 出 ， 这 个 公式 不 
能 用 米 比 较 同 一 波 面 上 的 不 同 点 的 号 度 。 

猎 然 章 度 为 马 的 卉 的 平 考 所 决定 ， 我 们 就 可 以 写 出 场 本 身 沿 
光 粒 的 变化 如 下 ; 


j= 常数 er 下， 


VR ko, 
此 式 中 ， 在 相 因 子 er** 内 ,我 们 可 以 用 主 代 桂 趟 也 可 以 用 名 人 
特 R。 对 于 一 葵 定 的 光线 ，e' 下 和 ei* 侣 两 个 站 凡 相 着 一 个 常量 
关子, 因 汐 差 妃 一 Rs 印 两 个 自从 中 心 的 路 网 ,是 一 个 常数 。 
息 如 小 面 的 两 个 曲率 牛 径 由 等 ,那么 ,C7-142) 和 (7-15) 就 有 如 

下 的 形式 : 


{7-15) 


Ha nr 
常数 ,_ 常数 2 
了 一 (7-16) 


当 光 是 从 一 个 点 源 射 出 时 ， 这 种 现象 总 会 发 生 的 ( 波 面 都 是 同心 
球 ; 卫 是 从 光源 到 被 面 的 中 病 )。 

从 C7-14) 式 ,我 们 看 出 ; 在 所 一 0 Ba 一 0 各 点 ， 即 在 波 面 的 曲 
率 中 心 ,强度 变 为 无 穷 大 。 将 这 个 略 疮 应 用 到 光线 吕 , 我 们 得 到 在 
一 答 定 光 线束 内 ， 光 的 强度 ， 一 般 求 圾 ， 在 两 个 曲 商 上 变 为 无 穷 
大 ， 这 两 个 曲面 就 是 波 面 的 巾 率 中 心 的 轨迹 。 这 两 个 曲面 称 为 能 
散 夯 。 在 特殊 情形 下 ， 部 光束 的 波 面 是 球 画 ;那么 ;两 个 驴 散 面 就 
融合 为 一 点 (焦点 多 

必须 指出 ， 按 照 微分 儿 何 中 大 家 所 知道 的 贴画 族 的 曲率 中 心 
赤 迹 的 性 摘 , 光 粮 与 焦 散 面相 切 。 

我 们 应当 记 着 ;对 于 上 帅 波 夯 ; 波 画 的 曲率 中 心 可 以 不 在 光线 本 
身上 ,而 在 光线 的 延长 线 上 ,在 改 出 光 米 的 光学 系统 之 外 。 在 这 种 
情形 下 ,我 们 讼 它 是 错 能 散 而 (或 碌 焦 点 )。 这 时 , 光 的 强度 泡 论 在 
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那里 都 不 会 变 为 无 限 大 。 

至 于 光 的 强度 变 为 无 良 大 ,不 用 向， 在 实际 上 ， 强度 在 篇 散 面 
上 昌 变 大 了 ,但 仍 是 有 限 的 (网 久 7-7 中 的 避 题 )， 形式 上 , 光 强 变 
为 无 限 大 就 识 明 几何 光学 的 近似 和 性 不 能 应 用 到 仿 获 面 附 近 ,， 同 这 
个 有 关 和 柔 的 还 有 下 述 欠 事实， 即位 相沿 着 光线 的 变化 可 以 由 公式 
《7 下 ;来 决定 ， 但 是 只 限于 不 包含 与 焦 艇 而 相 邹 之 点 的 一 段 ， 纳 
后 在 和 7~7 中 我 们 还 更 证明 ,实际 上 上当 光 线 穿 过 焦 骨 面 时 , 场 的 位 
相 碱 少 二 。 这 就 是 讼 , 假如 在 光线 上 与 焦 散 面 第 一 次 相交 之 前 的 
那 一 段 上 ,所 与 因子 e 拓 52 是 沙 光 楼 的 堂 标 ) 成 比例 ， 都 么 ， 罕 过 


i[ Ez 
依 散 而 以 后 ,说 将 与 < 下 成 比例 。 在 第 二 个 焦 航 天 的 切 点 
的 附近 ,同样 的 情形 义 改 生 了 ,在 这 点 以 后 ， 场 将 与 em" 成 比 
例 。 


$7-3. 角 相 西数 

依 如 一 条 光线 在 居 空 中 行进 ， 投 射 在 一 个 透明 物体 上 ， 当 它 
从 这 个 物体 射出 时 ， 它 的 方 何 与 原来 的 上 方向 一 般 求 福 是 不 同 的 。 
这 种 方向 的 改变 当然 与 物体 的 特性 和 物体 的 形状 有 关 。 人 也 是， 我 
们 过 以 求 得 一 些 一 般 的 规 逢 ， 这 些 讽 律 答 出 光线 经 过 一 个 任意 物 
体 时 方向 的 改变 。 在 此 ， 我 们 具 假 定 儿 何 光 学 可 以 度 用 到 在 我 们 
所 考虑 的 物体 内 行进 的 光线 。 依 照 圭 例 ， 光 缕 所 穿 过 的 透明 物体 
称 为 “光学 系统 。 

按照 $7-1 所 指出 的 光线 传播 与 粒子 运动 的 相似 性 ， 这 些 普 
通 定 律 ， 对 这 样 的 粒子 的 运动 的 方向 路 变 也 是 有 效 的 ， 这 个 粒 于 
在 四 空中 最 初 沿 让 太 运动 ,以 后 经 过 任 一 电磁 场 , 再 从 这 个 场 中 罕 
出来 到 振 室 中 。 人 组 是 ， 为 了 确定 起见 ， 我 们 以 后 总 是 晚 光 和 二 的 传 
播 。 
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我 们 在 上 闻 已 经 看 出 ， 其 定 发 春 博 播 的 相 画 获 方 程 可 以 再 成 
C7-11) 的 形式 ， (Fo)?= 竺 (对 上 有 一 定 频 此 的 光 稀 )。 从 现任 


超 , 为 使 利 起见 ,我 们 清风 代表 被 常数 全 除 过 了 的 相 画 数 。 这 时 ， 
几何 光学 的 基本 方程 有 下 列 形式 ， 
【有 见 了 2 一 1 《7-177 
这 个 方程 的 每 一 个 解 描写 一 个 一 定 的 光 扣 束 ， 而 且 经 过 室 间 
输 定 点 的 光 先 的 方向 为 恋 点 的 目的 习 认 所 决定 。 然 而 为 了 我 们 的 
自 的 ,这 种 描写 是 不 够 的 ,因为 我 们 正在 寻找 普 源 关系， 用 这 些 普 
通关 系 来 决定 任意 光 烘 经 过 一 个 光学 系 考 的 路 入 ， 让 不 是 一 个 一 
定 的 光 米 东经 过 一 个 光学 条 统 的 路 径 ， 因 此 ， 我 们 必须 应 用 相 丁 
数 的 这 样 一 个 形式 , 它 可 以 描写 所 有 一 般 可 能 的 光 科 ,就 是 纺 过 空 
并 任意 -对 点 的 光 如 。 通 常 形式 的 相 丽 数 由 P) 是 缀 过 点 呈 的 某 
束 之 光 剖 的 相 。 现 在 我 们 应 当 介绍 相 丽 数 为 两 点 的 坐标 的 泵 数 
由 (P,P') CP 和 ?' 是 光 强 的 初 点 和 租 点 的 矢 笃 }。- -条 光 术 可 以 经 
过 每 … 对 点 巴 ?1， 而 小 (7, ) 是 这 条 泡 入 上 的 两 点 了 和 的 相 着 
【或 如 一 般 所 称 的 , 光 程 长 度 )。 从 现在 起 ,我 僻 了 解 和 于 为 区 楼 
术 透 过 光学 秒 纺 和 已 透 过 光学 系 炉 的 是 点 的 僚 径 。 
假如 在 的 P,P?) 中 ， 认为 欠 德 之 -一 , 例如 ,是 其 定 的 ,那么 ， 
上 是 了 的 画 数 ;描写 -- 个 - 定 的 光 各 求 , 即 夭 过 YP 点 的 光线 末 。 步 
应 当 满 足 方程 (7-17), 方程 中 的 微 秀 是 对 ?的 分 员 进 行 的 。 同 理 ， 
假如 z 固定, 我 个 又 得 到 -个 由 Cr, r"') 的 方程 ,因此 
(Tr)2=1, (Vrh = 1. C7-18) 
从 上 节 我 鸽 知道， 光线 的 方向 为 它 的 相 的 梯度 所 决定 。 证 然 
yCP, P 是 在 点 及 点 P 的 位 相差 ， 在 袜 点 的 光线 的 方向 就 为 笑 
重 邓 = 各 所 决定 ,而 在 ?点 的 交 同 的 方向 , 则 为 从 量 n 一 一 弛 所 
决定 。 从 (7-18) 式 可 以 大 出 , nn 及 WY 是 时 位 矢量 ; 
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D2 一 ?= 1, (7-19) 

四 个 入 虹 ?,P', mm 相 妇 间 有 一 定 的 关 柔 ; 因为 Pn 和 让 是 某 
一 图 数 由 对 和 P' 的 导数 。 至 十 卫 数 点 本 身 , 那 它 是 满足 补充 条 
件 一 一 方程 C7-18) 的 。 

为 了 求 由 mn my， ?了 ,YF' 的 关系 ， 最 便利 的 方法 是 用 另外 一 个 量 
代 夫 由 在 这 个 量 之 上 不 加 任何 附带 条 件 ( 朗 这 个 量 不 应 当 满 足 任 
何 微分 方程 ) 我 们 可 以 按照 直面 的 方法 去 作 。 在 范 数 则 内 , 独 . 江 
变数 是 了 和 PP, 因此 ,对 于 缴 务 4&, 我 们 有 

di = 3 ap+ ar = — ndr+tn nadr'. 

现在 我 们 作 一 个 秽 宫 特 变换 ,从 ?P,P' 变换 到 新 的 独立 变数 子 

7 亦 序 我们 与 
d= ~ dD Pr dn Hn) Pe dn 


引入 图 数 


| X= DP 一 DeP 一 站 (7-20) 
我 们 可 得 到 


dx 一 rdntr' dn. {7—21) 
蓓 数 * 称 为 “ 角 相 商 数 从 (7-21) 式 ， 可 以 看 出 角 相 耳 数 
内 的 独 亚 变数 是 nn 和 2。 福 有 附带 条 件 加 在 XY 上。 上 吊 实 上 ， 方 牲 
(7~19) 现 在 仪 仅 表 示 玉 一 ?= 了 市 这 是 关于 独立 实数 的 条 件 。 队 
这 些 条 件 可 以 看 出 ,在 矢量 卫 的 -二 个 分 最 me zs ar 由， 具有 了 珊 个 是 
独立 的 ， 对 于 也 有 类 做 情况 。 我 们 以 后 选 衣 ms mc nm 区 2 为 狐 
立 安 数 , 这 有 时 ,no= VI 二 他 一 23，n5 的 一 7 一 
将 这 些 式 子 代 人 
dx = — vdns— yn —— sdre tt wdns + yans + dn’, 
我 们 得 到 微分 @ 的 表示 式 


Rx 一 -(y 一 宇 = ]dm (2 一 衬 za ) dnet 
hy 


9 


r 里 
+( 多 一 于 zj; +{ ef — oj 
部 吾 
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由 此 ,我 们 便 最 后 求 得 下 面 的 方程 


Ry 
Y me Ory” ne ”mw， 人 ) 
7—22 

1: Ny ox 1 ax 

Yn dns 名 nt on’? 


这 就 是 我 们 所 求 的 Dn, P,P 间 的 -一般 关系 。 册 数 X 是 光 久 所 和 纸 
过 的 物体 的 特性 (假如 物体 是 -- 个 运动 的 带电 粒子 , % 就 是 场 的 特 
性 2》。 

当 于 和 半 之 值 册 定 时 你 ?3227 中 每 一 对 方程 都 代表 由 纱 。 这 
些 弄 净 正 是 林 穿 过 光学 系统 的 光线 与 窑 过 光学 柔 炉 后 的 光线 。 郴 
此 ,方程 47- 中 ) 赴 所 决定 光学 系 坊 两 便 的 光线 进程。 


$7-4, 狐 光 炎 东 

在 研究 光 矿 束 和 经 过 光学 系统 时 ， 所 有 光 厅 都 相 菇 于 一 点 的 光 
赦 束 是 值得 符 别 注意 的 (这 样 的 光线 东 称 为 同心 的 )e 

经 过 光学 系统 后 ,同心 光线 划一 般 不 再 是 同心 的 了 , 亦 朗 轻 过 
物体 后 ， 光 线 不 再 会 聚 在 一 点 了 。 仪 仅 在 特殊 情 认 下 ， 光 才 旦 从 
一 个 发 区 点 出发 ， 穿 过 一 个 光学 系 入 后， 又 会 肾 在 一 点 ( 费 光 点 的 
象 冯 。 

可 以 证 朋 ( 见 汪 7-52》 上 整个 同心 光 糖 呆 经 过 光学 柔 纺 后 仍然 保 
持 为 同心 区 矿 束 的 唯 -- 情 形 是 所 调 恒 等 反射 的 情形 ， 在 恒 等 反 射 
的 情形 下 ， 光 学 柔 芒 对 本 任 有 物件 都 答 出 与 物件 大 小 式样 完全 相 
同 的 象 ( 换 句 医 规 , 象 与 物件 的 差别 仅 在 二 移动 ， 转 动 或 完全 使 反 
射 )。 

因此 ， 没 有 光学 系统 能 业 子 物件 (具有 一 定 的 大 小 ) 以 完全 清 
噶 的 象 ;只 有 二 等 友 身 的 情形 是 例外 剖 。 

OD 实 间 可 以 在 光 效 本身 上， 开 可 入 站 官 们 的 下 上 其 米 上 ; 象 你 为 实 象 或 虚 傈 即 依 


此 情况 看 
全; 鞍 和 和 反映 可 辟 信 助 于 在 而 失实 现 。 


§ ?7-4 狼 光 维 柬 183 


几 是 不 是 恒 等 挨 射 的 情形 ， 一 个 有 一 定 天 小 的 物体 只 能 产生 
近似 清晰 的 象 ， 而 不 能 产生 完 储 清 晰 的 象 。 

一 个 同心 光 矿 束 过 小 到 另 一 个 同心 光 粮 束 的 最 重要 的 情况 ， 
是 在 一 条 固定 的 《对 酸 光 学 柔 统 而 疼 ) 线 附近 行进 的 十 分 狭 的 ( 开 
艾 角 基 小 )? 光 线束 。 这 条 楼 称 为 光学 系统 的 光 朝 。 

然而 我 们 必须 注意 ， 巷 至 无限 狭 的 光 琅 束 (在 三 度 室 间 内 ) 在 
一 般 情况 下 也 不 是 同心 的 ; 我 们 已 经 看 出 , 蔷 至 症 这 样 的 光束 内 ， 
不 加 的 光 模 相 挛 在 不 同 的 点 (这 禹 现象 称 为 象 散 现象 )、 只 有 波 面 
的 这 些 点 是 例 姑 ,在 这 些 点 .上 两 个 主 曲 率 秆 径 相 等 , 序 这 些 点 的 附 
近 的 波 面 上 的 一 个 小 区 域 可 以 当 作 是 球面 ， 其 相应 的 狭 光 税 束 是 
同心 的 。 

我 们 考虑 一 个 具有 轴 对 称 的 光学 系统 。 这 个 系统 的 对 称 环 同 
时 也 是 它 的 光 辆 。 沿 着 这 个 轴 行 进 的 光 生 束 的 波 面 过 有 部 对 称 
性 ; 正如 我 们 所 知道 的 ,旋转 面 在 它 何 与 对 称 朝 查 秋 的 闭 些 点 有 相 
等 的 曲率 六 笃 ，。 内 此 在 这 个 为 向 行进 的 狐 光 如 束 保持 为 同心 的 。 
上 面 的 辕 论 也 可 以 应 于 用 行进 方向 同 光 朝 夹 角 小 分 小 而 本 身 双 十 
分 狭 的 光 疮 束 卫 。 

为 了 得 到 定 基 的 甘 系 ， 并 利用 儿 的 光线 东 来 决定 经 过 一 个 畏 
对称 光学 系统 的 象 的 形成 ,我 个 利用 普 涯 公式 (7-22), 当然 首先 更 
确定 画 数 在 所 研究 的 禧 形 中 应 到 的 形式 。 

稣 然 光 线束 是 狭 的 , 匠 且 在 光 四 的 近 芍 行进, 那么, 每 个 束 的 
矢量 nn 及 WW 差不多 帮 是 沿 着 这 个 辆 的 方向 ， 假 如 我 们 选择 光 轴 
作为 X- 轴 ， 那 么 ， 分 量 为, ,26 R 就 比 一 小 了 。 对 于 ma ns 而 
首 ， 二 而 8 则 近代 地 等 于 十 1 或 一 1。 在 第 一 种 情形 下 , 光 
碟 几 乎 沿 普 原 来 方向 缕 蒜 行进 ， 穿 过 光学 系 攻 而 进入 其 另 一 边 的 


外 ”我们 可 以 赶 明 , 借助 于 在 光 玫 近 旁 行进 的 狂 光 继 束 在 一 个 非 间 对 称 光 学 和 未 
内 成 象 的 辣 题 末 点 化 为 在 辆 于 称 对 和 内 战 集 , 加 上 如 此 所 得 的 菜 相 对 于 物体 的 施 竺 。 
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空间 肉 。 这 种 和 花 学 对 统称 为 透 斌 。 在 第 二 种 情形 ， 光 线 改 变 方 向 
到 几乎 相反 的 方向 上 ; 这 种 光学 系统 称 汶 反射 钱 ， 

利用 2 ngy Rs 的 利 很 小 的 性 质 , 将 徇 相国 效 Wy nr 
?3 腿 开 为 策 数 到 泊 包 项 为 止 。 由 于 么 个 骤 统 的 拙 对 称 竹 ,多 对 
于 学 标 系 统 嫌 光 坦 的 诈 桩 来 襄 居 不 变量 ,， 由 此 可 见 在 的 展开 式 
中 不 可 能 有 与 天 显 玫 和 圈 的 # 分 时 月 1z 分 晤 的 一 次 窟 成 比例 的 
一 阶 项 ， 因 为 沪 样 的 项 藉 不 可 能 有 所 要 求 的 不 变性 。 具 有 所 要 求 
的 特性 的 二 阶 项 是 2, 2 和 无 癌 积 me， 因此 , 焙 确 到 二 阶 对 为 
止 的 帆 对 称 光 学 骤 综 的 角 伯 丙 数 有 下 看 的 形式 : 


X 一 常数 十 和 CR 二 十 开 Rn 二 ns》 十 卫 Cng3 十 R29》， 
- C7~237 
式 中 ，J.9, 是 常数 。 
为 了 确定 趣 儿 ,我 们 现在 来 研究 一 个 透 钥 , 这 了 时 我 们 使 wz1; 
对 于 度 射 各 * 以 万 可 以 知道 ,所 有 的 公式 都 有 相似 的 形状 。 现 在 将 
《7-33) 代 人 普 吉 公式 (7-227 内 ， 我 们 得 到 : 
Wm f= ft th)=y, 
nm) Tn fnito th)= 
我 们 考 均 -一 个 从 点 9,# 射出 来 的 同心 光束 ; 裔 点 2 六 ,22 
是 光束 的 光 迷 透 过 透 镁 后 的 交点 。 和 假如 (7-24) 的 第 一 对 方程 与 第 
二 对 方程 都 是 独立 的 ; 娃 么 ; 这 由 个 帮 程 当 wy ;0 扩 ，%' 为 已 知 
时 决定 me 95, Wp, rs 的 一 粗 确定 的 值 , 就 起 说 ;只 有 一 条 光 弹 从 点 
wy 出 蒿 并 经 过 点 妨 ;z。 因 此 ,为 了 使 所 有 从 wg,z 出 发 的 
光线 都 经 过 sz， (7-24) 就 必 贷 不 是 独立 的 ;就 是 说 ,这些 方程 
中 的 一 对 是 可 以 从 另 一 对 推出 来 的 。 这 种 相信 性 的 必要 条 件 显然 
是 这 些 方 各 中 的 一 对 方程 的 又 数 与 男 一 对 力 程 的 系数 成 比例 (这 
时 ,将 常数 末 一 对 方程 蚌 得 出 另 一 对 方 竹 )。 因 此 我 们 有 


(7~24) 
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和 一 多 了 _¥_ 2, _ 
f 和 十 不 部 (7-25) 
由 此 可 得 
(Cw— gH Th)=— (7—26) 


我 们 所 求 得 的 这 些 六 程 就 是 象 坐 标 与 物 坐 标 在 利用 狭 光 束 成 
象 时 必须 满 是 的 关系 。 


们 米 考 庶 不 行 于 光 韦 的 净重 朱 。 种 光 的 源 点 电 然 是 在 光 朝 上 的 
无 穷 远 点 ,他 “一 o。 从 人-25) 式 看 出 ,在 这 种 请 况 下 ， 玉 一 一 如 
因此 ,一 个 平行 光 缠 束 , 经 过 光学 承 统 后 ;相交 于 主 焦 点 。 友 之 :一 
旧 光 粮 , 从 主 候 点 射出 ,经 过 光学 天 和 统 后 就 变 为 平行 光 了 。 

在 方程 (7-25) 中 , 坐标 “和 者 起 从 光 轴 上 同一 原点 量 赵 
的 。 然 而 ;假如 选择 相应 的 主 驴 点 作为 原点 ;并 从 这 些 不 同 的 原点 
去 量 物 坐标 及 象 华 标 ,就 将 还 要 使 利 些 ， 我 们 选择 从 主 仿 点 (与 光 
奢 相 应 和 的) 到 区 行进 的 一 边 的 帮 向 为 正方 向 。 用 大 号 字 全 代表 新 
的 物 举 标 及 象 坐 标 , 划 我 们 有 

=4—g, RK'—2 + hr y=, ZL—%, 2'=g, 

成 策 的 方程 (7-25) 及 (7-26) 在 新 从 标 中 取 下 击 的 形式 : 


RX'= 2 C7~27) 
Y' 2 _ FX! 
== 生 = 一 闻 - C7—28) 


了 这 个 量 称 为 这 个 系 舟 的 证 焦距 。 

z 闻 这 个 比 委 称 为 横向 喜 大 率 。 至 于 皆 向 鼓 大 率 ， 认 然 坐 标 
大 不 彼此 成 简单 比例 , 它 就 必 仁 写成 微分 形式 ;用 米 比 较 物 元 素 的 
其 ( 沿 辅 的 方向 ) 与 相应 的 加 元 素 的 发 。 从 (47 -2 中式, 我 们 得 到 狗 


向 放大 束 ? 为 
公 |- 名 -(Y) Ca 


下 此 时 见 ; 束 是 对 于 无 限 小 的 物体 来 襄 , 也 不 可 能 得 到 一 个 几 
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何 太 但 的 泉 。 芝 向 交大 率 组 对 不 会 会 等 十 模 向 放大 : 兴 尝 除了 如 [等 反 
射 一 种 情形 外 

从 光 埋 上 的 互 = 了 的 点 出 泌 的 光 表 东 ,， 屋 安 本 问 一 情 上 的 
到 一 一 了 的 1 这 两 个 点 称 为 主 点 。 从 方程 (7- 史 并 mW 下 一 fw 一， 
ns 一 fn; 二 各) 显而易见 ,在 这 种 情形 CX 一 了 ,了 =2Z 二 0) 下 ,我 们 得 
到 方程 和 w 一 2%9, m=WWs。 因 此 ,每 条 从 主 点 出 发 的 光 缠 , 久 在 田 一 
证 点 与 光 轴 相交， 其 方向 与 原 方 向 平行 。 

恨 如 物 和 它 的 得 的 坐标 是 从 主 点 量 起 ,而 不 是 从 主 揪 点 道 起 ， 
那么 ,对 于 这 些 坐 标志 和 呈 , 我 但 有 

+f 二 一 开 一 了 
等 上 式 代 人 (7-27), 我 全 就 很 容易 得 到 成 象 方 程 如 下 : 
二 -二 =- 于 (1-90) 

我 们 可 以 证 明 , 对 于 薄 的 光学 系 舟 5 例如 反射 贷 或 薄 迁 敏 ) ,两 
个 主 点 差不多 重合 。 在 这 种 情形 下 ,方程 67-30) 就 特别 方 使 ,因为 
在 这 个 方程 中 ,二 和 台 实际 上 从 同一 点 是 超 。 

假如 焦距 为 正 ， 那 么 ， 和 位 于 个 点 前 夯 ( 按 光 灯 的 行进 ) 的 物 
《XX>>0) 所 生成 的 象 是 正 立 的 (了 '/ 了 >0); 这 种 光学 系 箔 称 为 会 聚 
的 。 假 如 了 <<0, 那么 , 当 了 >0 有 时， 我 们 得 到 了 /了 <<0, 就 是 设 ; 物 
所 生成 的 象 大 倒立 的 ; 这 种 区 学 系统 称 为 发 散 的 。 

还 有 一 个 构象 的 标 限 情形 没有 被 包 舍 在 公式 (7-30) 内 ; 在 这 
种 情形 下 ,C7-23) 的 所 有 条 数 f,9,& 都 十 无 劣 大 (就 是 说 ， 光 学 条 
艇 有 无 限 天 的 焦 焉 ,而 其 主 能 点 位 于 污 限 远 处 )。 将 (7-286) 式 中 的 
括 骂 乘积 展开 ， 逐 项 用 9 来 除 , 再 集 彤 外 产 赵 近 于 无 限 大 取 极 限 ， 
我 们 得 到 


wt 一 沁 w 十 Fgh 
gy 


馈 然 我 们 只 注意 物 和 人 的 象 与 光学 条 统 之 项 的 距 资 为 大限 的 情 
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形 ，f,9,4 必须 这 样 地 趋 近 寺 无 限 大 , 使 比值 如 /8 天 一 绩 A9 为 有 
限 。 由 4 和 8B 分 别 代表 这 两 个 比 估 , 划 我 们 有 

2 一 ou 十 后. 
对 于 其 他 两 个 坐标 ,我 们 现在 从 普 瑶 方程 (7-29) 得 到 y /9 =z /4 二 
=Y 最 后 ;又 从 不 同 的 原点 晨 坐 标 z 和 地 即 从 轴 上 的 某 一 任 
春 点 及 这 个 点 的 象 基 坐标 二 和 oz 我 们 有 后 得 到 成 象 方程 的 简 黑 
形式 如 下: 


KaX, Yo + aY, Zo+V a. (7-31) 

因此 , 黎 向 放大 率 和 横向 让 太 率 骨 是 常数 (然而 象 在 几 订 上 拉 不 与 

物 相似 ,因为 耻 个 放 太 率 不 相等 》， 这 种 成 梨 的 情形 称 为 望 远 饮 式 
的 。 

我 们 为 透 移 求 出 的 ,从 人 27 ) 到 (7-312 的 所 有 方程 ,对 于 反射 

锋 同 样 可 以 应 用 ,起 至 于 对 没有 朝 对 称 的 光学 系统 也 可 以 应 用 ,只 

丑 求 用 来 构象 的 狂 光 娩 来 是 在 光 轴 的 附近 行进 就 况 了 ，。 同 时 ， 物 

和 象 的 举 标 2 的 庶 昔 必用 总 是 从 相应 的 点 (主人 夏 点 及 主 点 ) 汗 着 光 

线 埔 播 方 向 沿 净 埋 进 行 。 这 有 遇 ， 必须 筷 住 , 在 沪 有 于 对 称 的 光学 系 

太 中 ,在 光学 邓 永 前 面 与 在 光学 灯 统 后 向 的 光 轴 不 在 问 一 下 并 .。 


| 


利用 两 个 光 机 合 而 泡 -* 址 对称 光 学 系 就 构 效 , 试 求 其 他 距 。 
妖 ， 散 并 利 了 是 演 两 个 柔 统 的 彬 轨 。 对 毒 一 单个 的 和 幸 ,我 们 有 
有 Xi 二 fi AX 二 fi. 
弃 然 和 一 个 用 东 所 产生 的 么 作为 第 二 个 条 壕 前 物 ， 那 么 ， 用 ! 来 代表 第 一 小 条 耕 司 面 
的 圭 焦 点 与 第 二 全 和 孙 六 前 击 的 情 级 的 下 壤 ， 我 全 就 有 入 :二 莹 1 一， 通过 了 1 来 表示 
于 2 得 对 


1 
下 一 es n 
“fi 


EE Ji 一至 )= -ys), 


或 
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由 此 可 见 , 粗 合 系 议 的 主 焦点 位 子 点 邢 : 一 一 有 /三 5 一 玫 丰 而 十 华 监 则 是 
二 一- 了 
= 一人 


《为 了 进 摆 落 个 式 节 的 特 呈 ,我 们 必须 写 出 相 训 的 横向 政大 束 的 方 禄 )。 
当 ! 一 中 芒 中 一 一 ,就 是 就 ;IE 组 合 系 态 得 利 笃 远 纺 忆 的 枸 象 。 伦 这 种 情形 下 ,我 
们 丰 不 :二 长 1C7sa1f10*, 就 是 如 , 在 往 通 公式 47-31) 中 的 套数 = 等 于 : 
_: 


已 一 二 - 


Fi" 


$ 7-5. 用 骞 光 米 束 来 构象 

我 们 在 上 闻 所 考 虚 的 用 狭 光 黎 盯 来 构象 的 情形 是 近似 的 ; 光 
束 合 狭 , 象 侈 准确 (好 象 愈 清晰 )。 我 们 现在 提出 这 个 则 题 , 即 利用 
一 个 任意 宽 的 光 禾 束 答 物 体 准 侈 地 构象 有 多 大 的 可 能 性 。 

加 利用 狭 光 粮 束 来 构象 的 情形 不 同 ; 用 狭 光 粮 桌 构象 对 于 任 
何 具 有 理 对 称 的 光学 系统 都 可 能 办 到 ， 但 利用 寅 光 碘 束 求 构 象 仅 
仅 对 于 特别 构造 的 光学 系统 地 有 可 能 。 在 $7-4 中 已 绝 指 出 过 ,部 
使 加 上 了 这 个 限制 ,构象 也 不 是 在 空间 所 有 的 点 都 可 能 。 

以 后 的 推导 是 根据 下 曾 的 襄 明 。 设 所 有 从 某 -一点 0 出 发 的 光 
燥 , 穿 过 光学 系统 后 , 六 在 另外 一 点 0' 相交 。 很 容易 厦 出 ,所 有 光 
态 的 光 穆 蛇 度 睛 各 是 一 样 的 。 实 际 上 ，, 在 0 与 0 二 点 小 的 每 … 点 
的 近 旁 , 相交 在 它们 上 的 光 粮 的 普 面 是 分 别 以 @ 及 加 为 心 的 球 
面 , 在 葛 近 于 O 和 的 极限 情形 下 ， 波 面 退化 为 这 两 个 点 。 但 是 
波 面 是 等 位 相 夯 ， 因 此 , 洁 着 不 同 的 光 粮 ,在 它们 与 两 个 已 定 泪 击 
的 交点 之 闫 的 位 相 变 小 是 一 样 的 。 从 二 面 所 融 的 ,本 以 推荐 ,不 同 
的 光 太 在 和 口 两 点 间 的 总 的 位 相 变 化 也 是 一样 的 。 

首先 忠 我 们 来 考 目 创 肌 宽 光 米 束 使 一 小 段 直线 后 成 象 所 必须 
满足 的 条 件 ; 这 时 , 象 也 是 一 小 段 直线 。 我 们 选择 这 两 个 线段 的 广 
向 为 开 和 忌 ' 加 的 方向 ,其 原点 是 在 物 与 象 的 任何 两 个 相应 点 口 和 
0' 上 。 设 网 为 从 D 出 发 到 达 0' 的 光 独 的 光 程 甚 度 。 假 如 一 条 光 
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楼 从 与 品 点 无 限 近 的 一 点 [其 坐标 为 甸 ) 出 发, 到 达 象 所 在 的 一 点 
《其 坐标 为 io ), 这 条 区 条 的 光 程 展 度 将 是 十 8 弛 ,其 中 ， 
op oh 
cy 一 二 人 十 可 


更 


da 


我 们 引入 成 象 的 “ 放 太 硅 ” 


它 是 象 元 素 的 长 io 与 物 元 素 的 其 dz 之 比 。 网 为 物 的 线段 很 短 ， 
区 大 率 & 沿 状 如 和 股 可 以 当 作 是 党 数 ， 按 照 平生 的 写 靶 ;9/9%= 
一 一 ?tr 9 上/9w' 一 Wan rz 时光 镜 与 相应 的 子 轴 入 ' 质 所 歼 之 衣 
的 余弦 六 我 们 得 到 
db = {an — nr Co， 
对 于 每 一 对 物 与 铺 的 相应 点 , 光 程 授 度 业 十 串 对 于 所 有 从 点 喇 量 
发 而 到 达 点 ie 的 光 杰 部 是 -一样 的 ， 从 此 我 们 得 芭 一 个 条 件 : 
| on 一 Nz 二 常数. 《7-327 

这 就 是 我 个 所 求 的 条 件 ， 它 是 在 利用 宽 光 娘 东 使 -一段 和光 廊 生 成 象 
有 时， 光 条 在 光学 系统 内 的 路 程 所 必须 满 趾 的 条 件 ， 所 有 从 口 点 出 
发 的 光线 都 必须 满 是 (7-32D) 式 。 

举例 而 阁 , 蕊 我 们 应 用 条 件 《7-32) 到 下 曾 的 物象 情形 ,好 利 用 
轴 对 称 光学 系 续 对 与 系统 的 光 乾 重合 的 炉 段 构 保 。 居 而 易 见 ， 禹 
也 与 光 牺 重合 。 由 于 光学 孙策 的 炳 对 称 性 ， 一 条 沿 兆 珊 行 进 的 
(nz 一 1 光线 通过 光学 系 纹 后 并 不 改变 它 的 方向 ， 史 是 前， 一 1 
由 此 可 以 断定 ，(7-327 式 中 的 常数 在 这 种 情 部下 等 末 < 一 1 我 们 
可 尺 将 (7-32) 式 改 守 为 


用 日 和 由 代表 光线 在 物 与 锭 的 诛 在 点 与 光 轴 所 光 之 角 ， 阳 我 俏 帮 


上 
1 一 mr 一 1 一 608 下 = 93m 1 一 9%7 一 1 -oo8 Hyams 
27 ” 2 
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因此 ,我 们 得 到 构象 的 条 件 如 下 : 


一 一 富 数 = 1 9， 《7-337 


现在 我 们 来 计 论 对 一 个 第 而 的 一 个 小 部 分 的 构象 ， 这 个 象 将 
是 男 一 平面 的 一 个 小 学 分 。 很 穿 易 证 明 ， 租 如 对 寺 在 物 的 下 面 内 
伍 剖 典 个 总 段 ,57-32) 这 个 条 件 居 收 满足 了 ;那么 ， 对 于 在 这 个 个 
面 内 的 任意 其 他 入 上 段 这 个 条 件 也 共和 窗 满 是 的 ,因此 ,对 于 所 考 虚 的 
平面 的 整个 区 域 ， 我 们 都 能 构 稍 .我 们 总 能 在 物 的 平面 内 网 撑 玛 
与 工业, 使 每 帆 总 和 T 五 相生 外 .在 利用 葛 关 粮 束 水 对 平面 的 一 
小 部 分 的 构象 时 ， 扩 于 光学 承 统 内 的 光 程 上 的 条 件 可 以 写成 下 面 
的 形式 : 


CR 一 二 常数 ， Bn5 一 my 一 常数 ， (T-34) 

了 式 中 ,和 月 是 确定 在 站 方向 和 在 二 方向 的 赦 夫 率 的 常数 。 

作为 例子 ， 我 们 米 呈 究 正 查 于 轴 对 称 光 学 系统 光 轴 的 一 小 雪 
平 而 的 成 象 。 这 个 象 显 然 也 下 上 自 于 这 个 山 。 由 于 友 称 性 的 磺 天 ， 
ax 有 因此 5659- 两 个 条 件 在 此 处 化 为 一 个 出 用 站 和 上 由 代表 光 
如 与 光 轴 在 物 与 象 的 所 在 点 的 末 和 角 , 我 们 得 到 

: againa 册 -sin 有 一 常数 . 

对 于 从 物 平 面 与 光 朝 的 变 点 用 长 而 又 沿 着 这 个 光山 行进 的 光 硬 
(= 0), 根 据 对 称 性 ,我 们 必定 有 了 由 =0。 因 此 ,常数 =0, 于 此 我 人 
得 到 构象 条 件 为 


-过 太一 常数 =a， (7-35) 

关 十 利用 宽 光 厂 来 染 刚 三 度 物体 的 象 ,很 容易 帮 出 ,即使 对 于 

一 个 无 限 小 的 体 税 ,这 和 志 是 不 可 能 的 。 事 实 上 ,这 样 构象 的 条 件 是 
在 物 的 体积 关 的 任意 三 个 线段 必须 渗 吕 57-33) 蕊 ， 这 些 关系 必须 
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对 于 也 有 从 物 的 一 点 口 发 出 的 光 矿 骨 能 被 满足 ， 部 在 矢 直 nn 什 读 
的 情形 下 都 能 被 满足 。 央 此 ,单位 和 拓 蕊 的 芬 吕 2,n7, ns 必须 满足 
如 KL7-82; 撒 式 的 三 个 方程 , 此 外 还 要 满足 a02 十 ma 人 二 22 一 二 就 站 
说 一 共 要 浪 是 四 个 方程 ,这 在 - - 般 情 形 下 是 不 可 能 的 (除了 恒 特 构 
象 的 情形 外 


$ 7-6， 几 何 光 学 的 极限 
讶 接 从 音色 平面 波 的 定义 可 以 知道 ,在 这 样 的 波 中 ,振幅 无 窒 
在 任何 地 点 和 在 任何 上 时候 都 丰 一 - 样 的 。 这 样 的 波 在 空间 的 任何 方 
向 都 用 没有 限制 的 ， 南 且 在 从 一 到 十 < 的 整个 时 间 范 围 内 都 丰 
存在 的 。 任 何 波 的 热 屿 如 在 任何 地 点 和 在 所 有 时间 都 不 是 常 蝇 ， 
轩 么 ， 这 种 波 只 能 是 或 多 或 少 钊 色 的。 我 们 现在 来 着 答 一 个 波 的 
“第 色 程度 ”的 半 题 . 


波 继 过 的 空间 每 一 点 , 波 的 扰 师 随 着 时 间 变 化 ， 

设 o% 是 变 的 某 一 下 均 频 率 。 这 有 时, 淫 的 场 ,例如 电场 ,在 一 此 
定点 有 EDeo 的 形式 。 这 个 场 本 身 当然 不 是 单 色 的 ,然而 可 以 
层 开 为 音色 波 ， 序 可 以 展开 为 埔里 叶 积分 。 这 个 展开 式 中 的 分 量 


二 oc 
的 振幅 与 积分 § Peiiet 时 时 成 比例 ， 骆 是 展开 式 的 分 量 的 频 


一 xz 


率 。 轩 子 e* 叶 是 一 个 周期 性 夯 数 ， 其 亚 均 值 为 每 。 假 如 Eo 中 
常数 ,那么 ,对 于 所 有 os 的 角 频 雁 ， 积 分 就 器 正 等 本 用 上、 假 
如 于 和) 是 变数 ,但 起 人 在 一 个 大 小 与 le 一 oo? 癌 阶 数量 航 的 了 时间 
半 肾 内 变化 很 小 , 邦 么 ， 这 个 积分 就 儿 平等 于 零 ， 画 的 变化 僵 慨 ， 
多 分 咒 愈 近 于 替 。 为 了 使 积分 与 雳 有 显著 的 不 同 , 在 一 个 与 
Le 一 so) 同 数量 圾 的 时 间 间 也 内 必须 有 东营 的 变化。 
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我 们 用 At 表示 这 样 一 个 时 间 轩 隔 的 数 基 般 , 在 这 个 时 间 问 晤 
内 , 波 的 振幅 在 空间 一 答 定点 的 变化 是 显著 的 。 从 这 些 考虑 ,现在 
可 以 推断 ， 闭 此 在 这 个 波 的 光 雍 分 解 中 有 显著 强 找 的 ,与 ee 相差 
最 大 的 频率 将 为 Co 一 wo)~At 这 个 条 件 所 决定 。 假 如 用 Aww 表 
示 脱 均 频 率 ou 队 近 的 频率 加 随 , 而 这 个 频率 间隔 是 在 波 的 光 玄 分 
解 之 内 ,那么 ,我 们 将 有 关系 式 
AmAtm1. [7-38) 

Ao 僵 小 ， 都 个 波 的 光 请 分 解 中 的 频率 间隔 也 就 僵 小 , 就 是 说 , 波 
铭 加 近 于 站 色 的 。 因此 可 以 看 由 ,实际 上 波 愈 是 近 寺 音色 的 ;At 就 
僵 大 ,就 是 襄 波 在 空 闻 丝 一 点 的 拱 帖 变化 也 就 意 慢 。 

与 (7-36) 相 似 的 关系 ， 对 王波 矢量 也 容易 导出 来 。 设 4% 
Ay, Az 是 沿 着 及,Y, 2 各 四 的 中奖 的 数量 航 ,在 这 些 是 次 内 , 波 的 
握 幅 有 显 黄 的 变化 ， 在 始 定 瞬间 , 波 的 场 作为 华 标 s 的 责 数 (y 和 
国定) 和 有 BoCs)etress 的 形式 , 此 处 的 hos 是 波 矢 量 的 2 分量 的 蘑 
一 平均 值 。 与 推 身 (7-86) 式 完全 一样 ， 我 们 可 以 求 得 波 的 傅 颗 时 
积分 展开 式 中 所 合 的 值 的 间隔 At( 同 样 对 于 和 he)。 这 时 ， 我们 
得 到 

AkEAsml], AbAyl, AbrAzm~l. C7~37) 

访 我 们 来 研究 在 有 限时 间 间 隔 内 组 射出 去 的 法 这 个 特例 。 用 
全 代表 这 个 时 间 问 靖 的 数 秆 吉 。 恋 在 空间 葵 定点 的 振 帼 在 At 内 
在 任何 情 况 下 邦 有 显著 的 变化 ,而 在 这 个 时 间 间 隔 A 内 ， 波 已 完 
至 通过 这 一 点 。 根 据 (7-36) 式 ,我 们 现在 可 以 谣 这 样 的 波 的 “音色 
程度 "Aw 不 能 小 于 1/A 红 然而 ,大 一 些 当然 是 可 以 的 


Ac 之 全 {7-88) 


向 样 ,假如 Am, Ay, As 是 波 在 宗 间 的 延展 的 数量 报 , 屠 么 ,对 
于 在 波 的 分 解 中 的 波 矢 量 的 分 量 之 值 的 间隔, 我 们 得 到 
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1 ~ 1 ~ 1 
Es A A {7-39) 


~ Am? A 

厅 这 些 公式 可 以 断定 .假如 光束 有 一 个 一 定 的 宽度 , 复 么 ,在 
这 样 的 一 个 光束 中 ， 光 的 个 播 方 向 不 可 能 严格 不 变 。 取 光 来 中 光 
的 4 平均) 方向 作为 下 轴 的 方向 :我们 得到 
之 
式 中 ， 儿 是 光束 在 XY 玉 面 内 对 其 平 岁 力 向 的 偏差 的 数量 般 ( 见 
$7-92。 

郁 一 方面 ,公式 (7-40) 解 决 了 光 四 愧 象 的 清晰 的 极限 问题 ， 
一 个 光束 的 所 有 光 嫉 按照 儿 何 光学 应 该 都 相交 在 一 点 ， 而 在 实际 
上 ;所 得 的 象 大 不 是 一 个 几何 点 而 有 斑点 的 形状 。 按 照 (7-402) 式 ， 
斑点 的 宽 府 


(9-40) 


和 
A 却 一 户 (7-41) 


共 中 ,8 是 光束 的 开放 角 。 这 些 公 式 不 但 可 以 应 用 天象 上 ,而 且 也 
可 以 应 用 到 物 上 。 就 妇 襄 ,我 们 可 以 肯定 ,在 赐 察 一 个 从 一 个 性 光 
点 射出 的 光束 上 时， 不 可 能 区 别 这 个 点 与 一 个 大 小 为 xf8 的 物体 。 
粗 应 地 , 这 个 公式 C7-41) 决 定 显微镜 的 竖 别 能 力 的 极限 。 当 Bm1 
队 ,< 达到 最 小 值 ,这 个 值 是 为 这 是 与 这 个 事实 完全 符合 ， 妆 几何 
光学 的 极限 是 为 光波 的 波 手 所 决定 的 ， 


| 
求 -一 外 与 划 相 距 为 上 的 平行 光束 所 产生 的 光束 的 最 小 袖 度 的 数量 级 。 
崩 ” 财 在 幕 .上 的 孔径 为 色 大 (7-40) 得 到 衍射 角 为 AGE, 从 而 往 到 光 东 宽度 的 数量 
般 为 dt 让 个 是 前 有 最少 值 是 3 贡 。 
8 7-7. 衍射 
几何 光学 定律 只 有 在 波长 可 以 筑 作 无 限 小 的 理想 情况 下 才 是 
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汉 格 下 铺 的 。 这 个 条 件 仿 是 不 能 让 确 地 被 满 征 ， 与 几何 光学 的 亿 
莽 就 僵 大 。 这 种 差异 的 精 信 就 产生 所 裔 “ 街 射 现象 ”， 

例如 ;在 光 呈 个 据 的 道路 工 ,放置 一 个 障 弓 物 一 一 一 个 任 沪 形 
状 的 不 透明 物体 ,我们 称 它 为 芯 ] 或 音 , 例 如 , 兆 首 过 不 透明 屏 的 
这 时 , 交 们 训 能 届 尖 和 全 全 型 人 慨 如 几何 光学 定律 被 严格 地 

足 的 应 ,那么 ,在 层 后 面 将 有 一 些 影 区 ， 影 区 与 光 落 士 其 上 的 区 
有 半生 汪 直人 分界 该， 有 作对 ， 焰 和 之 间 ， 沪 有 明晰 的 界 
限 ,而 光 蚊 分 布 园 形 上 为 复 洒 ， 屏 僵 小 ; 或 翌 上 的 光 孔 合 小 ,或 波 
长 例 六 ,这 种 本 射 现象 就 愈 强 。 

衍 对 理 葵 的 任务 就 足 , 企 物体 位 置 与 形状 一 定 ( 龙 源 位 置 也 一 
定 ? 的 情 访 下 , 求 光 的 传播 ， 即 求 整个 空间 的 电 奋 声 。 这 个 囚 题 的 
准确 解 上 只 有 在 满 丘 物体 表面 上 的 适当 的 边界 条 件 下 求解 波动 方程 
二 可 能 得 到 ， 而 这 些 边 办 条件 则 与 物 接 的 光学 性 质 有 关 。 这 样 的 
求解 往往 遇 到 很 人 的 数学 困难 。 

然而 ,在 大 多 数 情况 下 ,对 于 光 在 光与影 的 边界 附近 的 分 布 间 
题 ， 利 用 求解 的 近 伺 方法 就 够 了 。 我 们 可 以 将 这 种 方法 用 于 与 几 
何 光 学 相差 不 大 前 情形 ,这 种 情形 是 : 第 一 ,所 有 物体 的 大小 都 比 
， p 波长 大 很 多 ; 第 二 , 光 的 方向 与 几何 光学 所 输 
\ 出 的 光 粮 方向 相 莽 很 小 。 
af 现在 我 们 来 考 虐 任 音 一 个 友 孔 的 翌 ， 光 


} 稳 从 光源 出 发 军 过 这 个 孔 。 图 7-2 表示 屏 的 

f 断面 ( 粗 线 )， 光 行进 的 方向 是 从 左 向 右 。 用 
加 79. “代表 或 旦 的 任 一 分 旦 。 这 时 ， 我 们 把 

了 解 为 仅仅 是 坐标 的 覃 数 ， 妇 不 包含 与 时 间 : 有 关 的 因子 e-'w'。 我 


们 的 丙 题 是 识 定 光 的 强度 ， 鱼 越 决定 在 有 昱 后 而 的 任何 一 个 观察 点 


全 以 后 我 们 所 时 喻 的 符 时 ， 部 是 光 的 千里 所 有 以后 的 寻 编 ， 当 热 , 出 可 点 应 
下 到 任意 的 所 磁 波 上 。 
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已 的 场 wx 在 与 外 何 光 学 根 革 无 儿 的 情 演 下 的 近似 的 解 这 个 间 题 
时 ,我 全 这 贞 姜 区 ,在 屏 沁 的 点 上 ， 谎 与 没有 屏 存 在 时 - 样 . 痪 各 
应 噶 ,此 处 的 场 可 以 让 接 从 几何 光学 推出 。 屏 月 面 的 所 有 点 上 ， 声 
可 以 算 作 需 。 这 有 时， 得 本 身 的 特性 ( 序 翌 物 视 抱 特 仁 ) 显然 不 起 作 
用 。 同 时 也 很 明显 ， 在 我 们 所 考虑 的 情形 下 ,对 十 街 射 .重要 的 仅 
是 屏 蕊 的 边缘 形 状 ， 玛 于 不 透明 的 讨 的 形状 不 关 紧 村。 

我 们 用 任 一 第 而 盖 着 屏 的 已 ,而 这 个 曙 面 以 妃 的 边 芒 为 界 ( 这 
样 的 一 个 曲面 的 断 而 图 用 记 驴 表示 在 略 7-2 沾 )。 我 们 将 这 个 邮 
面 分 割 为 应 积 为 时 的 车 于 韦 ,ef 的 大 小 比 光 的 波长 大 很 多 。 我 们 
可 以 将 这 些小 块 ( 光 要 义 过 这 些小 志 ) 中 的 母 -- 瑰 本 身 当 作 光 波 的 
河 , 光 波 失 这 个 小 超 向 各 方向 射出 。 我 们 来 考虑 在 点 的 场 ,这 一 
点 的 场 是 这 其 着 异 孔 的 卖 画 的 所 有 小 块 4f 在 该 点 所 产生 的 场 的 
选 加 的 精米 (这 就 是 所 训 惠 更 斯 诛 理 )。 

小 块 好 在 已 点 所 产生 的 场 显 然 与 在 小 坊 好 本 身上 的 场 之 信 
sx 成 比例 (提醒 一 下 ,我 们 已 经 假定 了 , 在 of 的 场 与 没有 屏 存 在 时 
一 样 )。 此 外 ， 在 了 点 的 场 又 与 面积 4f 在 - -个 与 方向 n 得 直 的 平 
而 上 的 投影 于 ,成 比例 , 方 应 半 是 光 从 光 汶 刘 轨 的 方向 。 这 是 从 
以 下 的 事实 得 来 的 ， 训 不 管 面 元 好 的 形状 如 何 ， 只 要 投影 三 df 
保持 不 变 , 相同 的 光碟 将 经 过 面 元 @H， 因 此 面 元 中 对 十 己 点 的 场 
的 影响 将 是 一 样 的 。 

由 此 可 网, 小 块 ef 在 点 所 产生 的 场 与 adf 成 比例 ， 此 外 ， 
我 们 还 必须 考 讶 到 波 从 df 传播 到 书 点 的 过 程 中 的 位 相 与 拔 蚁 的 
变化 。 这 种 变化 的 规律 是 由 公式 (7-16? 水 决定 的 。 因 此 必须 以 
高 eas 乘 wE1 (此 处 的 下 是 从 三 到 己 的 距离 ， 而 天草 是 光 的 波 矢 


Bi 


基 的 经 对 值 ), 于 是 我 们 得 到 : 所 求 的 场 与 dj, 均 成 比例 , 序 等 于 


gi 下 
mdf 
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其 中 4 仍 是 一 个 不 知 常 元 ,点 的 场 是 所 有 曾 元 af 在 配点 所 产生 
的 场 的 选 加 的 精 杂 ,因此 它 等 于 


we 


wp = wf C7-42) 


此 处 的 积分 沁 及 以 蜡 蕊 边 红 为 界 的 出 琴 。 在 我 们 记 考 虚 的 近似 法 
中 ， 这 个 积分 当然 不 能 与 这 个 出 遂 的 形状 有 关 。 公 式 (7-42) 显 然 
不 仅 可 以 应 用 到 坚 上 有 我 的 衍射 ， | 而且 世 可 以 应 用 到 光 在 其 周 图 
可 以 白 由 传播 的 屏 的 入射 。 在 这 种 情形 下 ，(7-42) 式 内 的 积分 夯 
应 读 休 延 到 翌 的 务 个 这 米 。 

为 了 决定 常数 我们 闭 赔 … 个 沿 苹 轴 体 播 的 平面 被 ; 状 辐 与 
了 2 个 面 平行 。 设 为 场 在 YZ 平面 内 的 什 。 孝 么 ,了 点 (我 们 选择 
这 一 点 在 不 策 上 ) 的 声 刍 于 wp 一 we。 另 一 方面 : 卫 点 的 场 也 可 以 
用 公式 (7~42) 来 决定 ,例如 选取 了 Z 不 面 为 积分 面 ， 同时 ,因为 生 
射 角 很 小 ;名 因为 与 儿 何 光学 相差 不 大 , 在 了 2 平面 内 的 点 中 ， 只 
有 那 毕 靠近 原点 的 点 在 积分 中 才 便 要 ， 凤 妃 #<&x(%w 是 十 点 的 坐 
标 2 的 点 。 因 此 ， 


es 2 2 
一 十 本 十 iw 十 区 二 


而 47- 归 ) 阳 化 为 


zi 
Wp = a 3 J aye, 


式 中 ,% 是 常数 C 在 了 Z 入 而 内 的 场 ); 在 因子 寺 中 ; 我们 可 以 使 
二 w= 常数。 因此 


2 十 | 
WP = 人 dye” “az 人 dxe 2 ， 


一 


这 两 个 积分 当然 是 完全 一 样 的 ; 车 将 YEY 2329fE 代 和 大, 加 每 个 积 
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分 都 变 为 

tm 十 之 + 一 

1 ef gE — $ cos ea GES 1 sn ga I, 
内 而 我 们 街 芭 


UP et 
天 


另 一 方正 ，t 一 Mo 因此 
x 
ri 


将 它 代 人 C7-422 式 ,我 们 最 后 得 到 所 提出 的 间 题 的 解 加 下 : 


ee of,. 《7-437 


他 


更 在 让 我 们 应 用 公式 C7-43) 来 求 一 条 光 米 华 经 过 它 与 仿 散 而 
相 切 之 点 时 的 位 相 变 化 的 辣 题 < 昂 57-2 趟 志 )。 我 全 选择 任意 的 
一 个 波 苏 作为 在 (7-48) 式 中 的 积分 面 ,再 求 了 点 的 场 wz, 此 处 的 呈 
点 是 在 某 一 条 光 克 上， 它 与 光 钱 间 我 们 所 选 定 的 曲 醒 的 灾 点 的 中 
离 为 3 我 们 选 定 这 一 点 作为 代 标 原点 0 而 以 在 0 点 与 曲面 相 切 
的 平面 作为 了 2 平 夯 )， 在 求 (7-43 3 的 积分 时, 仪 仅 曲 而 在心 点 附 
近 的 一 个 小 面积 是 重要 药 。 假 如 选择 XY 和 XZ 平 商 与 波 面 在 口 
点 的 主 曲 这 平面 相 重 合 ,那么 ,在 这 一 点 的 附近 ,曲面 的 方程 总 


2 


， . 
Tog 


~ 281 
式 中 ， 妨 和 是 曲 祭 人 小径。 从 在 波 耐 上 以 苹 ， 妨 2 为 坐标 的 一 点 
到 以 2 0, 0 为 举 标 的 五 皮 的 距离 呈 则 是 
R= Vw 一 旷 十 Fo 性 ( 寺 - 直 )4 二 人 -起 ) 
在 波 而 上 ， 饥 切 可 以 当 作 常数 ; 内 子 17 卫 亦 可 当 作 常数 。 既 然 我 
们 只 对 流 的 位 相 变化 有 兴趣 ,所 以 我 们 赂 去 系数 , 拭 简 贸 地 写 
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1 . 
Wm ei he 


he i 1 To ef 1 1 
= | e Ts Ea, \ a als 2 a C7-44) 
‘ | 区 
波 面 的 曲率 中 心 是 在 我 们 所 者 虚 的 区 如 J 的 w= 名 和 “一 上 
两 点 ， 这 琪 点 吏 是 光 灵 与 体 散 面相 切 的 团 点 ， 设 之 所， 当 # 攻 


达 了 Ri 上 时， 两 个 积分 号 内 的 指数 式 中 的 4 的 系数 都 是正 数 ， 这 
两 个 积分 的 每 一 个 都 与 (1 二 站 成 比例 。 因 此 ,在 未 与 族 齿 而 第 -次 
四 切 的 这 一 部 分 光线 上 ,我 们 有 wz 一 5。 当 < 区 刀 轩 ,在 两 
个 切 点 之 阅 的 这 一 部 分 泡 各 上 ,向 着 的 积分 与 Ci 十 订 成 比例 ,但 
设 着 ?的 积分 则 :与 1 一 i 成 比例 ， 因 此 同 者 之 积 就 不 包 作 因此 


在 这 里 我 们 有 wp 一 一 fe 一。 ) 就 症 驶 ， 当 光 楼 大 过 第 一 
个 能 散 面 的 附近 时 ,光线 的 位 相 改 生 了 -rr/2 的 附加 变化 。 最 后 ， 
当 gy> 忆 > 权时 ,我 们 有 ap 一 一 et etgz- 就 直击 当 光 糖 缀 过 
第 二 个 能 散 面 的 附近 时 ,位 相 又 发 生 了 一 次 一 2/2 的 变化 。 


| 题 

求 光 粮 与 楚 散 面相 切 的 动 点 附近 的 光 强 度 分 布 。 

般 : 为 了 局 决 轩 个 问题 ， 我 者 利用 公 丰 (7-43), 苹 中 的 积分 面 可 点 用 任意 的 一 
个 玻 面 ;但 这 个 波 面 痪 开光 糯 同 薪 
散 面 的 二 点 要 用 中 竞 的 远 。 在 图 
98 中 ,6 是 诸 个 小 褒 的 一律, 而 
是 很 散 面 的 一 段 ;9 7 是 曲 糯 
oP 的 少 属 萎 。 我 悄 所 要 研 洛 的 是 
光 园 蝶 吕 与 藉 获 面 的 切 点 上 附近 
的 光 唱 度 分 布 ; 我 全 最 股 光 缠 &e 
上 虹 的 长度 用 是 足够 天 的 。 我 全 玫 
不 代表 从 口 点 洛 荐 莫 殴 画 的 法 粮 
了 7- 和。 的 距 离 , 工 认为 在 法 线 . 上 的 戌 的 
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秆 向 善 申 率 囊 必 的 方向 入 化 。 

《7-48Y 呈 中 的 秩 积 分 硬 数 是 距离 总 的 柄 数 , 闻 是 从 让 面 下 任意 一 点 全 到 忆 点 的 
时 人 阔 。 摊 昭 训 知 的 渐 邮 糙 的 性 质 ， 弧 Cr 的 其 与 舌 几 站 的 县 之 利 避 0 切 于 全 点 ] 芍 
于 糙 设 8 之 其 [8D 勾 于 口 点 J。 对 于 下 相 榜 近 的 点 口 与 人， 我 同月 00’ 一 fp [o 是 德 
散 面 在 怠 点 的 曲 检 引 但)。 因 此 时 站 王 万 一 名 。 焉 请 对 人 丰 得 计 缕 1 让 伏地 等 于 ( 候 珊 引 

_ 角 很 小 ) 区 : ， 
人 Dr 十 本 和 一 五 一 如 十 Sn 9 人 五 一 号 . 
最 后 , 距 防 严 = 人 已 是 四 吾 二 00rdinbgaQD 一 8 部 
RD «9— dp0s, 
将 工 式 代 六 [7-437 我 们 得 到 
二 ihn 名 
“~ e 6 dp= 了 cosf ezp 十 全 gr)ae, 
( 截 积 分 峡 类 向 凶 /二 的 变化 是 很 慢 的 ,因而 比 起 拓 数 因子 来 就 下 重要 了 ,所 以 我 个 习 
攻 它 是 高 效 )。 引 及 才 积分 变 县 a 
一 - pt 
针 ( 所 六 


我 们 得 到 wp~( 3 3 ), 


式 中 ,十 ( 四 即 所 谓 式 乱 丙 数 区 。 


G 在 此 我 从 应 用 了 渍 个 矢量 【 荡 两 个 矢 朋 中 的 一 个 的 辐 对 值 比 另外 -… 个 的 辐 对 
慎 天 很 多 ?+ 之 和 的 绝对 入 的 近代 公式 : 
| 站 士 吾 | 兰芝 十 好 4 
旭光 t 64 是 舌 明 吾 在 天 蚌 下 厅 向 了 上 的 拱 彩 )。 
图 依 昭 了. 和, 福 克 信 妇 天 面 数 吉 ”莫斯科 ，1946 年 ), 其 筷 丽 数 中 (区 的 定义 是 


ms 了 eoB (每 二 je 


当 醒 数 的 自 变 数 的 是 天 的 正 值 时 ,中 ( 人 的 渐 近 式 是 
2 
dd le 8 ， 
是 
就 是 摇 中 (1) 按 照 指 数 式 趋 近 于 走 。 当 + 是 大 的 于 值守 ,我 们 有 公式 


A 1. i 2 Tr 
sos rn (K-04) 


RB 
[4 


就 是 吕 中 () 是 拔 落 的 , 其 拔 幅 与 (一 1 成 反比 。 
关于 区 斋 苏 数 的 公式 与 狐 值 裕 ， 可 以 参看 B. 太 , 条 克 的 地 落 [ 夯 获 (人 是 用 2(#) 
吕 示 的 ]。 
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对 于 强度 IT~]wp]?, 我 们 可 写 出 


ka 
T=24( 2 ) 9 (2 
《甘于 串 数 因子 的 渴 撞 ,参考 下 商 ]。 
当 * 是 大 的 正 值 时 ,我 个 由 此 得 划 潮 过 公式 
A wn ltr/ 
. I 
就 是 襄 踢 度 按 指 峰 规律 下 降 ( 影 区 )。 当 是 次 的 页 秆 叶 ,我 们 有 


村 一 - 
Te 24 sins 2 h 工 ]， 
二 二 3 pp 41 


一 还 


训 是 读 强 庶 快 速 地 所 荡 ; 距 度 在 霸 荡 时 的 平均 陡 是 


由 此 , 常数 刀 的 意义 就 很 明显 了 ， 这 就 是 队 几 何 光学 考虑 而 略 去 宿 射 歼 应 所 得 到 的 与 
集散 面相 中 很 远 之 处 的 光 强 度 。 
在 光 灶 与 从 表面 要 切 处 tw 二 0》, 我 加 有 
T=0.8AFY 


《因为 中 C0) =0.629)。 记 以 在 集散 面 的 各 点 .上 ， 光 强 度 与 三 成 陛 例 ， 即 与 X 咸 比 
例 人 X 基 波 只 )。 当 X-30 时 ，, 光 强度 焰 向 无 穷 夫 , 正 如 证 所 应 该 的 一 嵌 ( 见 8 区]。 


$7-8, 非 退 丁 衍 射 

假如 区 源 和 我 们 求 光 强 庶 的 郡 一 点 三 部 位 于 与 尾 的 亚 离 为 有 
限 之 处 , 那么 , 在 求 请 点 的 光 的 强度 上 时， 我 们 在 (7-48) 中 取 稳 分 
的 波 曾 上 ,只 有 一 个 小 区 域内 的 点 十 是 重要 的 ;这 个 区 域 是 在 光源 
村 己 点 的 连 线 上 。 实 际 .上 ;既然 同 几 何 光学 的 己 差 不 大 ,从 波 面 的 
各 点 到 达 了 点 的 光 的 强大 ， 当 我 们 从 这 条 六 移 开 时 ， 就 减 小 得 很 
快 。 这 种 仅仅 只 有 被 面 的 一 小 部 分 起 作用 的 入 射 现象 称 汐 菲 涅 耳 
现 旬 。 

现在 我 们 来 考虑 任意 一 个 屏 的 菲 弃 下 生 射 现象 。 上 面 我 们 已 
经 喜 过 ， 只 有 在 姑 的 韦 太 的 一 个 小 区 域 对 于 这 种 衍射 是 重要 的 。 
但 是 ;对 于 中 够 小 的 区 域 , 殿 的 边 千 总 可 以 当 作 一 条 查 米 。 从 现在 
起 , 襄 习 的 边 交 这 意思 碗 是 说 这 样 一 小 段 芷 米 。 


SA a 


7-4)。 我 们 选择 名 平面 同 XY 平河 短 上 着 且 释 过 马 点 和 观察 点 
P, 卫 点 竺 呼 我 们 求 光 器 诬 的 考点 。 最 后 我 们 选择 亿 标 原点 0 在 
屏 的 边 炉 糖 上 ,此 后 ,所 有 :个 地 的 位 置 就 完全 侈 定 了 。 

设 从 光源 日 到 原点 的 
距离 为 Dr， 我 们 用 Ds 代 
表 观 察 点 的 汪 -坐标 ， 而 用 
代表 了 点 的 s- 毕 标 , 印 
从 呈 点 到 XT 平 商 的 距离。 
按照 几何 光学 ， 光 只 能 洲 
到 XZ 平面 上 而 的 点 ; 至 于 
在 XX 平 面 下 面 的 区 域 , 按 
照 几何 光学 应 当 是 阴影 (几何 影 区 3》 

现 华 我 们 米 确 定 在 几何 涡 区 边 各 附近 在 辟 上 的 类 强度 分 布 ， 
就 是 在 & 的 乌 比 Dy 和 Ds 都 小 之 处 的 光 强 度 分 布 。a 的 外 全 表示 
点 位 于 几何 影 区 中 。 

我 们 选择 驾 过 屏 边 继 线 而 重 上 于 wy 平 而 的 中 平面 为 【7- 引 ) 
中 的 积分 面 。 在 这 个 而 上 的 点 的 = 和 9 两 个 坐标 有 z=g tana 的 
关系 (4 是 屏 边 炉 线 与 了 朝 所 夹 之 向 )， 而 * 坐标 是 正 的 。 光 源 @ 
在 相距 为 BC 从 重 所 在 点 算 起 ) 的 地 方 所 产生 的 波 的 场 与 因子 
ew 成 比例 。 内 此 在 积分 面 上 的 场 zx 有 下 面 的 比例 关系 : 

Woxp {ep yt s+ DTY tan ey}. 
在 积分 式 (7-43) 中 ,现在 玉 必 须 代 以 

用 TFT 二 da 下 [Da 
在 被 积分 醒 数 中 变 得 慢 的 因子 ， 比 起 指数 因 了 求 就 不 重要 了 。 内 
此 ,我 们 可 以 将 1/ 当 作 常 数 ; 而 以 名 dz 代 南 。 于 起 我 们 求 得 
在 了 的 场 为 
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+ 
PT $ § exp {ikC VCDsty tan a)?++ + 
一 忆 0 
十 rip—ytanajit+(y—aF+s} dy ds. (7-45) 
我 们 已 经 说 过 ， 阔 到 P 了 点 的 光 如 卡 要 是 从 积分 平面 上 0 点 附 
近 的 点 而 米 的 。 因 此 在 积分 (7-45) 中 ， 内 有 都 些 比 Ds 和 Ps 部 小 
的 和 zs 的 值 才 是 重要 的 ， 模 据 这 个 理由 ,我 们 可 以 写 


. . 3 十 部 
CDit ytan A+ 二 2D To + y tan a, 
: 本 


{Doe—ytanap+(y— dt ee D+ Cy + 2 y bana. 
mn 
将 上 式 代 人 (7-45}， 弃 然 我 们 只 注意 作为 & 的 蕉 数 的 场 ， 所 以 常 


数 因子 exp {Do 十 Dao) 可 以 略 去 ， 对 = 的 积分 所 得 的 式 了 也 不 
包含 由 因而 也 可 以 赂 去 ,十 是 我 们 有 


§ ez {i (a y? +ap-(Y -2 让 dy, 
0 
这 个 式 子 也 可 以 写成 


一 久 x 
WPmOEP | 区 


光 的 强度 是 为 更 的 平方 记 岂 定 ， 就 是 说 ， 为 up 的 摸 的 平方 
[sz1* 所 决定 。 因 此 , 当 娠 算 强度 时 ,积分 号 前 面 的 因子 不 存在 了 ， 
因为 用 它 的 共 未 复数 式 求 乘 ,其 精采 为 一 。 在 积分 内 ,我 们 作 以 下 
的 替换 ; 


$ 7-8 厘 涅 二 他 射 3 


E [( 去 + 方 ) 一 2 2 
了 二 
那么 ,我 们 得 到 | 
wpm $ gin2 dn, (7-40) 
其 中 | 
“= 可 人 了 (7-47) 
因此 ,了 点 的 强度 I 是 
I 二 ein2 dn | = 
{OG ) + (SCw) 十 2) } C7-48) 
其 中 , , 
OC WwW)= yz 人 CoB 12 dn, 六 (ap 了 -jz $ sin m2 dy 
站 0 


称 为 非 深 征 积分。 公式 (7-48J 解 决 了 所 提 电 的 站 题 ， 朗 确定 作为 
&@ 的 谢 数 的 光 强度 ， 我 们 可 以 看 出 ，I。 是 在 照明 区 内 辣 影 了 边缘 
不 太 接 近 的 点 上 之 强度 ; 更 正确 一 些 说 , 是 wl1 的 地 方 的 光路 
(CC)=8C%) = ), 

几何 影 区 与 色 w 相应 。 在 w 为 钢 值 且 把 对 值 很 大 的 情况 下 ， 
IC%w) 的 渐 近 式 容 易 求 刘 。 为 此 ,我 们 按 下 面 方式 进行 。 作 部 分 积 
分 ,我 们 有 


2 工 

da 1 1 
和 
lw | | | 


在 方程 式 的 右 方 再 和 作 一 次 部 分 积分 ， 埋 重 复 这 种 过 程 ， 我 们 得 到 
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1/ .w| 的 笃 级 数 : 
~ tL oe ma 1 1 
$ 1 | -te tilw|3™ -| 

lw 
虽然 这 样 的 一 个 无 穷 般 数 涉 收 做 ,但 是 因为 当 | 如 | 很 大 时 ， 上 以 下 
”的 项 滔 磊 得 很 快 , 内 而 当 lw| 足够 大 时 第 一 项 已 多 很 好 地 代表 左 
过 的 血 数 了 (这 种 胡 数 称 为 浙 近 的 ) 因此 ,对 于 骨 度 瑟 扣 ) 
《7748 我们 得 到 河 于 大 而 用 为 刍 的 也 有 效 的 下 面 的 源 近 公式 : 


= (7-49) 


TT 


我 们 看 出 , 企 儿 何 影 区 内 , 既 影 过 条 很 远 的 地 方 ， 强 度 与 到 影 边 萎 
的 距 广 的 下 大 成 反比 地 超过 于 宕 。 

我 们 现在 来 考虑 各 的 正 值 ,如 考虑 在 XY 平面 上 哑 的 区 越 。 我 
们 瑟 


oo 二 二 一 20 


ei GN 一 4 et Rn 一 人 ei dn 一 
一 —oc —- 
/FC 
= TT etin?d 本 
C1+OF-, $ 7 


对 于 足够 大 的 w, 我 们 可 以 用 力 程 式 右 方 的 积分 的 渐 近 式 ,于 起 我 
们 存 


oo 


[Ee ae 
一 嘻 


将 上 式 代 入 C7-48); 则 我 们 得 到 


: 了 一 | 1+ le 3) 《7-507 


因此 ,在 照明 区 域内 踪影 边 粮 巷 远 处 ,强度 有 无 穷 多 的 极 大 值 和 极 


_ 用 地] 3 类 环 科 疙 答 射 185 
小 值 , 因而 比值 到 喇 在 一 的 两 边 振 澳 不 已 。 和 将 由 颖 大 ， 拨 洲 的 扳 


幅 随 着 与 影 边 委 的 距离 成 反比 由 减 小 ， 术 大 但 与 尺 小 值 竟 位 置 返 
洋 地 第 此 接近 。 


| 


中 7 了 5- 
当 w 很 小 时 , 定性 米 没 ，7Cw) 也 有 同伴 的 特性 。 图 7-5 襄 志 
出 了 这 种 转 修 。 在 几何 影 区 内 ， 当 人 税 从 影 的 边 内 侈 北 时 ,强度 昌 
袜 地 碘 小 、 在 影 区 边界 木 和 二， 天 一 让。 对 于 正 的 必 强度 将 有 
交 蕉 的 极 大 镇 和 杠 小 仿 。 


# 7-》 夫 琅 和 和 贰 衍射 


有 一 完整 系列 的 衍射 情形 ,在 这 些 情 形 中 ,观察 点 的 光 强 撩 将 
为 整个 波 面 所 决定 ; 换 外 医 说 ,在 央 定 wp 的 积分 式 C7-43) 中 ,在 具 
上 取 积 分 的 整个 站 面前 十 重 要 的 。 在 另 一 万 而 ,正如 以 前 一 - 样 , 我 
伍 股 规 同 几何 光学 的 全 状 是 小 的 ,就 是 愤 , 仅 仅 只 有 那些 与 斤 何 光 
学 的 路 程 相差 不 多 的 光 太 十 到 过 观察 点 卫 。 因 此 ， 只 在 下 面 的 两 
种 情形 中 ,整个 的 淡 面 才 是 重 归 的 。 

第 一 种 情形 是 观察 点 与 焦点 ， 即 与 所 有 的 光线 的 几何 路 径 所 
会 聚 的 点 很 搂 近 的 情形 。 

第 二 种 情形 乱 所 闸 “ 夫 琅 和 虹 衍 射 ” 这 是 极 重 要 的 一 种 情形 。 
在 夫 玻 和 忱 衍射 中 ， 殉 源 和 观察 点 两 者 都 位 于 距离 屏 很 远 的 地 方 
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《或 无 限 远 的 地 方 闻 ， 这 时 ,光线 从 光源 出 发 ， 平 行 于 光束 行进 到 

屏 ; 问 样 地 ,光线 父 从 屏 行进 到 观察 点 。 沁 此 ,在 夫 塘 和 贰 衍射 中 

我 们 只 对 于 光 东 方向 的 改变 有 兴趣 ,就 是 入 ,我 们 将 子 求 表示 为 学 

对 厦 方 血 的 售 眉 外 ( 衍 旭 角 ) 的 画 数 的 强度 。 既 然 我 们 所 券 虐 的 情 
形 与 几何 光学 的 差别 是 组 外 的 ,都 么 ,这 个 角 就 应 该 很 小 。 

现在 我 们 米 导 出 一 -个 

决定 经 过 是 和 任意 形状 的 

- 孔 的 去 琅 和 用 | 弛 衍 射 的 一 般 

公式 .假设 污 从 左 到 三 行 

进 ; 我 们 选择 一 个 坐标 乘 

统 ， 其 原点 在 屏 堪 方 的 任 

四 意 一 点 。 在 图 ?了 -6 中 ，0 

是 坐标 原点 ， 已 是 观察 点 ， 

而 全 是 波 下 上 的 某 一 面 元 ， 这 个 小 面 就 是 公式 (7-43) 中 的 积分 

面 : 


- 


a -en df,. 


在 我 们 所 考虑 的 夫 琅 和 费 衡 射 的 情形 路 ， 所 有 人 射 兆 束 中 的 光 悉 
都 有 同一 的 方向 ,就 是 诅 ， 有 相同 的 波 炙 此 EC 是 与 同方 向 的 
踊 位 矢量 )， 观 察 点 PP 必须 与 屏 相 距 为 万 宅 运 ; 因此, 所 有 从 有 习 到 
PP 点 的 光 烤 必须 彼此 下 行 ,就 是 说 ,有 相同 的 波 矢 量 k'C 在 这 个 方 
南 的 单位 矢量 是 B81)。 与 k' 之 六 的 光 角 是 衍射 角 (与 K' 的 方 
向 当然 不 同 ,但 粗 对 值 相等 

在 wp 式 子 中 的 积分 面 上 的 场 是 wx=woes'7 (是 操 玫 叶 的 


四” 夫 王 和 费 窒 调 在 实验 .上 当 热 不 能 在 无 穷 远 处 强 察 , 而 是 用 -… 个 透镜 放 在 尾 的 
上 后面, 然后 在 很 至 面 上 得 烈 衍 射 图 形 。 但 是 必 氢 指出 ,这 砷 不 改变 凡 捕 的 任何 公式 5 只 
权 这 个 壮 访 不 太 小 ,因而 也 就 没有 附加 的 往 射 现 角 在 壮 访 上 器 生 )。 
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秋 征 )。 被 积 分 西数 中 的 量 17 吾 可 以 当 作 常 数 ， 它 等 于 1/8e、 因 
此 ,我 们 得 到 


_ kwo #1 EB 末 
up gn YT es df. 


从 图 7-6 可 见 , R 一 Ro 一 r。 用 WY 乘 这 个 方程 的 两 边 ; 对 于 足 
够 远 的 点 己 矢量 R 和 Ro 是 平行 的 ,因而 Ree 一 Ro。 所 以 
R=Ro— Pn, 


于 是 


e 语 恕 = eho 一 让 也 
《因为 5m' =k')， 因 子 ef 是 常数 。 因 之 ,说 后 我 们 得 到 


于 二 
wa ue © ker f 
PP drtpe te 


这 个 公式 决定 了 作为 入 射 角 的 画 数 的 强度 |wrj| 

在 不 透明 的 愤 上 制 出 一 个 无 限 长 的 险 , 隙 的 两 过 是 平行 的 ( 回 
7-7)， 我们 现在 来 葵 虐 这 个 际 所 产生 的 夫 刺 和 费 衍 射 。 我 们 选择 
2 四 与 随 的 边 平行 ,而 工 井 三 站 于 肌 平 夯 ( 苹 2 平面 》。 


(7-51; 


我 们 选择 队 两 边 < 
之 疝 的 隐 平 商 作为 oy 
(7-51) 式 中 的 积分 面 。 和 
积分 元 4f, 就 是 这 
个 在 商 的 画 元 dx ds 有 | 槐 Es 
在 k 方 向 的 投影 。 但 “一 一 一 一 和 侈 
是 因为 入 射 光 入 部 是 
相互 平行 的 ， 所 以 
与 面 元 todz 的 夹 角 ， * 
在 整个 阶 平面 内 都 县 


一 样 的 。 因 此 可 以 赂 去 一 个 常数 因子 ,直接 用 轻 号 代替 《7-51) 
式 中 的 fw 从 而 得 
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+ 二 
Hp $ $y Re dw dn. 

(2a 是 孙 节 宽度 》， 符 号 周期 性 改变 的 因数 。 对 &z 的 积 

分 , 妆 和 六 & 时 ,总 是 等 于 寒 的 。 因 此 应 当 有 六 一 有 ， 就 是 秃 ， 光 

侈 仅 在 和 7 平面 内 有 折射 ， 这 纪 是 出 于 对 称 性 的 者 十 可 以 预料 到 

竟 。 因 此 ， 的 密 示 式 化 为 , 


tut 
pm § 必 dx, 
* 


一 上 


这 和 一 iz 


Le 


其 中 ， x=ks 一 加 多 过 积分 ,我 们 可 得 


up 
KK 
从 此 ， 我 们 求 得 衍射 
ee 到 * 值 的 项 隔 禾 内 的 光 
强度 吗 : 
A (Ee) a 
(7-52) 


这 早 ， 我 们 这 样 来 选 定 了 

常数 内 于 ,使 加 是 经 过 险 

的 光 的 总 强度 《就 是 通 及 

全 部 “ 值 的 红 的 积分 

ET/au 作为 入射 角 的 

五 数 有 图 7-8 的 形式 。 当 

图 7-8. & 全 < 一 0 向 关 过 伸张 时 ， 


地 * 可 上 成 用 街 射 角 5 来 表示 ,就 是 吏 , 用 正和 天 问 的 决 衣 玉碎 东 。 对 于 小 的 * 
名 ,很 容易 得 到 公式 


a=* Hinck, ZZ) 
costK, YY 
起 中 ,7 了), {KEK, 和 2) 是 主 与 Y 轴 和 5 轴 的 夹 角 。 
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光 强 度 级 过 一 冬 列 的 愿 大 值 和 丁 小 值 。 掉 大 值 的 山 度 随 着 * 的 
境 大 而 过 速 下 降 ; 了 在 “= 0 处 沐 最 大 的 乓 大 值 。 在 极 小 值 处 ， 
T= 0。 相 应 于 模 小 信 的 * 为 下 面 的 条 件 所 决定 : 
KE 二 NT CR= 土 ], 士 2 士 3 (7-88) 
在 第 186 页 的 脚注 中 我 们 已 缀 识 过 ， 大 好 和 营 衍 射 常 常 是 借 
助 于 透 独 系统 来 观察 的 。 一 个 平行 光束 经 过 泛 匀 会聚 在 它 的 证 个 
点 。 在 径 过 息 点 而 双重 让 于 透 氏 的 光 轴 的 平面 上 ， 除 了 焦点 本 身 
妈 认 , 场 到 处 是 寺 。 假 如 将 任何 一 个 翌 误 了 于 舱 铬 前面 , 那么 ， 光 糖 
东 改 生 衍 射 ,与 此 相应 ,我 们 这 时 在 仿 平 面 上 每 到 的 不 是 光源 的 准 
确 的 象 ,而 是 -- 个 三 延 的 衍 身 网 形 ， 
现在 我 们 坦 一 所“ 补 屏 ”这 个 屏 在 第 一 个 屏 的 不 透明 处 是 孔 ， 
或 在 第 一 个 尾 的 扎 处 是 不 透明 的 、 我 们 用 如 和 各’ 来 代表 在 这 
丁 种 情况 下 的 透 质 能 平 向上 的 场 、 鹿 然 只? 和 2? 是 用 在 屏 孔 上 
的 积分 来 表示 的 ,而 在 而 个 屏 上 的 孔 烙 合 起 米 就 构成 整个 平面 ,所 
以 唤 半 Mi 一 这 里 wp 是 县 不 存在 时 的 场 . 上 面 巴 经 吉 过 ,除了 
和 能 点 外 ,到 处 az 一 山 从 而 吧 二 十 中 和 0, 或 者 对 于 相应 的 光 强 度 ， 
[ug |? = [|2. (7-54) 
所 以 ,互补 的 两 个 屏 ， 在 透 锋 的 整个 焦 平 面 上 除了 焦点 本身 以 外 ， 
产生 同样 的 御 射 图 形 ,部 所 请 巴 介 溃 原理 ) 
下 上 向， 我 们 介 阁 巴 伍 注 原理 的 一 个 有 朴 的 挫 诅 。 我 们 考虑 任 
何 一 个 黑体 ， 朗 一 个 虹 收 所 有 落 在 它 身上 的 光 辜 的 物体 。 按 照 儿 
何 光学 ， 当 这 个 物体 被 照射 时 ， 在 它 的 后 而 产生 一 个 几何 阴影 区 
域 。 这 个 影子 的 柜 藏 画 就 等 于 物体 在 敢 直 于 人 射 光 米 方向 的 横 截 
面 。 然 而 , 由 于 衍射 现象 的 存在 ,从 物体 近 过 烃 过 的 光 有 -- 部 分 从 
原 方向 己 折 了 , 辐 果 ,在 物体 后 而 的 运 处 ,影子 就 不 存 任 了 ,除了 在 
原 方 向 行进 的 光 以 四， 还 有 一 部 分 的 光 在 与 原来 的 方向 成 一 个 
前 的 一 些 方向 行进 。 求 这 个 所 诊 散 射 光 的 蝇 度 是 容易 的 。 为 此 ;我 


ml 


Er 


F 
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们 指出 ， 按 照 巴 伟 恰 原 圳 ， 由 在 所 研究 的 物体 上 的 答 射 而 得 折 的 
光量 ,等 于 由 屏 扎 的 衍射 而 贪 折 的 光量 ,这 个 筷 是 从 一 个 不 透明 的 
虐 切割 央求 的 ， 孔 的 形状 和 面积 间 物 体 的 横 截 面 一 样 。 但 其 在 孔 
的 夫 一 和 响 街 射 中 ,所 有 轰 过 孔 的 光 都 恨 折 了 。 由 此 可 以 断定 ,被 
虹 体 散射 了 的 光 的 总 基 等 于 落 于 其 上 曾 说 吸收 了 的 光 的 总 量 。 


可 赂 


了 ， 求 . -个 县 六 形 小 孔 ( 委 为 2 和 如 3 的 去 更 和 结 衍 时 。 
拨 : 这 个 久 题 的 仲 布 队 的 笛 射 相似 。 引 有 下面 的 表示 法 : 
下 了 korres ks—ky=ky 
《三 和 马 玩 平生 于 只 方形 的 过 ), 我 俏 求 得 于 度 
QB Bin re 全 Hin gob? 
i=I, Ds (ee) (2 des a, 


LE Ke 
全 ,来 向 射 光 桶 的 兴 现 各 容 秆 射 。 往 射 光 樟 是 一 个 下 配属 上 面 麟 了 一 柔 列 完全 一 
样 的 平行 葵 , 阶 的 宽度 为 3g, 了 与 隙 之 阁 的 全 选 明 的 有 的 寅 魔 为 中 , 障 的 癌 数 为 mw。 
时; 我 伯 选 定 光 柚 的 平面 作为 忌 台 平面 , 2 刺 与 隙 平行 。 将 (7-51) 积 分 ,得 
2 DiNke 
一 各 > einwd = pp 
n 二 0 1—e 的 


武 中 ,x 二 上 ks 一 上 ,三 十 b, 而 全 有 则 是 请 一个 隙 积分 的 精 果 。 利 用 人 -5687》, 我 们 得 到 
温度 upi: 如 下 in Nada ， 
fo er ain Ne HIn ger 
人 二 ™ x sg( Bin x ) ( .2 ) dz 


《7a 是 名 过 所 有 哈 的 总 光 强 诬 )。 

在 有 很 条 简 的 情形 下 ， 就 是 当 ws 时, 这 个 公式 可 以 写成 另 -- 彩 式 。 对 于 x 二 
二 zn 的 值 (Cn 是 整数 ), dT/dx 有 -一 神 关 秆 :在 达 华 神 大 值 的 近 旁 , (好 xd 二 ns 十 8? 
[3 很 小 


a KE E 闻 


但 是 当 六 了 mw 时 ,下 面 的 公式 成 这 还 ; 


ET 二 Te (2 KE ) Ns ee 


国 “ 接 照 全 时 叶 狗 数 再 昌 中 当知 的 公式 
me 2 de l=/(0). 


了 mL 


由 此 可 内, 画 数 Jim {二 se) 的 特性 实际 上 与 世面 数 的 特性 由 全 ( 见 $4-8)。 


TT 


A 
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lim( A ) 一 了 3 


禹 是 般 条 每 个 剧 大 值 的 近 汐 的 总 强 麻 是 


Hin® ( nm 
T=1o0 3 


TE I 
3， 求 加 筷 的 去 天 和 费 秆 射 。 轩 的 站 径 沟 aq, 光 生 直射 入 乱 的 平面 。 
解 : 我 们 引用 图 性 坐标 mm 如 轴 轻 过 加 孔 的 心 ， 霸 垂直 于 阅 蕊 的 平面 。 我 们 
天 * 代表 KK' 在 这 个 平面 工 的 投影 【xx=Ee 其 中 ,是 商 射 角 )。。 雁 对 称 性 的 考虑 如 以 
断定 , 新 射 仅 与 < 有 有 关 ， 国 此 我 侍 可 和 已 拓 考虑 在 一 0 的 壮 面 内 行进 的 光 科 。 从 公式 
《7-51) 得 到 


i Ro 全 总 


Reo 昌 -4 f° — ZT Od 
一 - 一 二 
DriRo 了 


Fs 


式 中 ，vJofz]) 一 2 站 6 一? 0099 gp 县 者 阶 的 其 塞 耳 阶 数 ， 而 4。 则 是 在 孔 杰 身上 
vo 
的 据 。 队 县 塞 耳 西数 的 现 切 我 个 知道， 
f Tot)r ar= .0 Cary. 
x 
ov 


御 射 到 立体 全 ds 内 的 强度 可 用 Rido 这 | ur|* 得 到 车 果 , 我 们 求 得 衙 射 光 的 吗 府 


式 中 ,1o 景 信 射 光 的 区 强度 。 
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$8-1, 推迟 势 

在 第 五 章 中 我 们 研究 了 静止 电 棵 所 产生 的 恒定 场 ， 而 在 第 六 
章 中 我 全 研究 了 没有 电荷 存在 的 变化 场 。 现 在 我 们 来 研究 有 任意 
运动 普 的 电 葵 存在 的 变化 声 ， 

我 们 来 推导 决定 任意 忠 磁 场 的 势 的 廊 程 。 这 个 推导 用 四 度 形 
式 为 最 便利 。 为 此 , 我 们 将 玫 克 斯 草 第 二 对 方程 写成 426 的 形 
式 : 
: BFir _ 47 ， 


| DE. c 
将 用 势 来 表示 的 Be 的 式 子 代 大 ,的 将 
ad: Bds 


Fm 
om DbE 


代 和 大 ,我们 得 到 
2A. Bad 4 : 


Br 3 D2 Te Ji, (8-1) 
现在 给 势 44 加 上 补 取 条 件 


0 (8-2) 


写成 三 许 形 式 , 它 就 是 
div A + ae 0. {8-3) 
这 个 条 件 起 以 前 加 在 势 上 的 条 件 的 挫 广 。 例 如 ,对 于 改定 场 ， 
C8-3) 就 化 汐 div 起 =0, 虹 是 襄 化 为 与 (5-52) 一 样 的 条 件 。 对 于 在 
车 空中 的 电磁 场 C$ 6-12， 我 何 过 去 人 当 这 样 选择 势 ， 训 使 = 一 小 


(192) 
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div 一 0; 这 些 势 显然 岂 满 足 条 伯 (8-3)G。 
方程 (8-1) 现 在 化 为 


2Ae _ 4 


Ea a (8-4) 


这 是 一 个 决定 任意 出 磁场 的 枚 的 方程 。 如 用 三 度 形式 发 示 ， 
这 个 方 称 可 以 写成 两 个 方程 ， 一 个 是 各 的 方程 ,一 个 是 罗 的 方程 : 


oe (8-5) 
1 og i 
A9 -二 一 笃 7T 户 . CH- 


对 于 恒定 场 ,这 些 方程 名 化 为 熟知 的 方程 (6-4) 和 (5-53)， 对 于 社 
有 电 背 的 变化 场 就 化 为 方程 (6-6)， 在 (8-5)7 和 (8-6) 中 ， 2 和 小 
一 般 来 癌 , 才 是 所 有 坐标 和 了 时间 的 夯 数 。 

我 们 知道 ， 卦 章 次 灯 性 方程 8- 从 和 C8- 人 的 解 可 以 骨 一 个 和 
米 活 示 , 这 个 和 的 第 一 项 是 不 要 万 边 夺 的 这 些 方 程 的 道 解 ,第 二 项 
起 要 看 边 项 的 这 些 方程 的 特 解 。 为 了 导 找 这 个 特辑 ， 我 们 将 整个 
宏 半 分 为 无 限 小 的 区 域 ， 求 其 中 的 一 个 体积 元 内 的 电信 所 产生 的 
场 。 由 于 这 些 场 方程 是 线性 的 ， 实际 的 场 将 是 每 个 体积 无 所 声 生 
的 场 之 和 。 

在 基 - 一 体积 元 内 的 电 储 ee 一 般 来 裔 蔓 时 疝 的 曾 数 。 假 如 我 
个 选择 坐标 原点 在 我 介 所 和 芳 虑 的 体 科 元 内 ,于 么 ，, 电 有 密度 是 p 一 
一 好 eft 5B)， 此 处 的 悍 旦 到 原点 的 点 殉 ( 我 们 只 将 虑 这 一 个 元 ) 

因此 ,我 全 必须 解 占 径 


外 我们 必须 注意 ， 黄 然 在 势 “和 入 上 加 了 补 其 条 件 (9-3), 然而 这些 势 仍 不 是 
完 录 音 秆 的。 例如 ,我 们 可 以 将 grady 加 到 上 上 ,而 同时 从 中 泪 去 上 忆 ， 俱 是 现 
在 画 数 / 已 约 不 是 任意 的 了 ,而 必须 消 足 方程 

1- 省 = 


巧 是 很 容易 诠 明 的 。 
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Ap 一 点 = dn delt) HRY, (8-7) 
除 原点 外 ,到 处 5CB)==0, 因而 我 们 有 方程 
49 一 二 538 一 0. C8-8) 


显然 ;在 我 个 所 考虑 的 情形 下 ,具有 中 心 对 称 性 ,本 是 议 ，P 
仅 是 的 一 数 。 因 此 ,假如 我 们 将 拉 普 拉 斯 算 人 符 写成 球 坐 标 形式 ， 
(8-8) 配 化 为 


1 73 1 ogp_ 
Ez oR (2 诉 )- 0 
为 了 解 这 个 方 称 , 我 们 作 多 二 Xx(R,1)/ 的 替换 ,那么 ,对 于 多 
我 们 得 到 方程 


Ox 1 ox 
DH2 ce? Oi? 


但 是 这 是 手 面 波 的 方程 , 它 的 解 有 如 下 的 形式 (网 6-2): 
ER 


既然 我 们 只 求 方程 的 特 解 ， 那 么 只 选 及 和 扣 中 的 任意 一 个 

就 够 了 。 道 常 我 们 取 f=0 是 便利 的 《关于 这 点 ， 可 参看 后 面 )。 
局 此 ,除了 原点 外 ,9 到 处 有 下 列 形式 : 
(9 

P=— (8-9) 

这 个 称 式 中 的 醒 数 和 暂 是 是 任意 的 ; 现在 我 们 如 此 地 选择 它 ， 

使 得 在 原点 也 能 得 到 势 的 正确 的 值 。 换 句 医 需 ， 我 们 必须 如 此 地 

选择 Z: 使 方程 C8-7) 在 原点 也 得 到 满足 。 这 是 很 容易 办 到 的 , 搞 

注意 当 >0 时 , 势 将 趋向 无 交 大 ， 因 此 ， 它 对 举 标 的 导数 比 它 对 

时 间 的 导数 搓 加 得 快 些 。 所 以 ， 当 RB->0 时 ， 在 方程 (8-7) 中 , 同 

Ag 比较 ， 卫 罗 这 一 项 就 可 以 略 去 了 。 这 时 ，(8-7) 化 为 熟知 的 

方程 (5-9), 后 者 导 信康 命定 律 。 因 此 ,在 原点 奖 附 近 ,《8-9) 应 豆 化 


= 0D. 
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为 i 俞 定 律 ;由 此 可 以 排出 NC) = delt), 部 


(9 


P= 一 . (8-10) 

由 此 很 容易 推 得 对 二 任意 分 布 的 电荷 pCw, yz,D 的 方程 

(8-6) 的 解 。 为 此 我 们 将 C8-10) 中 的 de 写成 de 二 p QV (QF 是 体积 

元 )， 寺 在 整个 室 间 取 积 分 就 够 了 。 因 此 ， 在 所 得 的 非 齐 次 方程 

《8-62 的 解 上 ， 我 们 还 要 加 上 上 略 去 右边 的 方程 (8-6) 的 解 wo 由 此 
可 见 ,(8-6) 的 通 解 有 下 面 的 形式 : 


， RR 
Pw, YE 让 二 人 pk 3 9 ， ER 4 一 人 ) AF’ 十 9 


本 -Ko 一 oj 上 人 We 
(EB 是 从 体积 元 咱 到 我 们 求 扫 的 那 点 的 惠 离 我 们 将 紫 式 简写 
为 
9 一 人 Pt AF 十 90， 《8-11) 


式 中 ,指标 捕 - 瑟 /表明 疡 这 个 量 应 当 取 一 瑟 f。 这 一 瞬间 的 值 ,而 
在 呈 卡 的 一 撤 已 略 去 了 。 
方程 .8-5) 可 以 用 完全 相似 的 方法 求 钥 。 显 然 ， 
4A= 二 全 Jj- -RR. OFF 十 站 0， (8-12) 


式 中 ;名 是 暗 去 填 边 项 的 方程 (8-5) 的 和 解 。 

略 去 po 和 入 的 势 C8-11) 和 (8-12) 称 为 推迟 扫 。 

假如 电 哥 是 静止 的 ( 季 P 与 时 间 无 关 ), 公 式 (8-11) 就 化 为 熟知 
的 静电 增 的 公式 (5-8), 9 一 全 daF, 而 (8-19) 经 过 求 平均 值 以 后 
出 变 为 静 磁 场 的 公式 (5-54)。 

在 (8-11) 式 中 的 go 和 (8-12) 式 中 的 A。 要 这 样 求 决定 , 使 间 
题 的 条 件 得 到 满足 。 为 此 ,显然 只 须 给 出 初始 条 件 就 金 了 ,就 是 输 
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出 场 在 开始 时 的 值 ,但 是 通常 我 们 并 不 必须 计 芥 这 些 初始 詹 件 。 代 
述 初 始 条 件 , 我 倍 答 出 在 与 电 葵 系 弦 相 四 很 远 之 处 ,在 一 切 时 候 的 
条 作 。 因 此 ,我们 可 以 说; 幅 射 是 从 系统 外 面 币 到 系统 上 的 。 与 此 
相应 ， 师 射 与 系统 相互 作用 的 粘 果 所 产生 的 场 与 外 场 的 痉 列 仅仅 
是 对 芋 所 发 出 的 辐射。 这 个 柔 统 所 发 出 的 辐射 ， 在 还 处 有 波 的 形 
式 ， 由 又 许 向 外 沿 着 主 增 加 的 方向 传播 。 但 臣 因 为 我 们 使 f==0， 
所 以 这 个 条 件 为 (8-11) 和 (8-12) 形 式 的 解 所 满足 ， 即 为 推迟 执 形 
式 的 解 所 满足 。 因 此 ， 存 这 些 钥 中 ,第 一 项 代表 陈 耕 所 产生 的 场 ， 
而 go 和 4 必须 等 丁 作用 十 系统 上 的 人 外场。 


$8-2， 李 移 特 - 魏 西 尔 特 势 


小 我 们 应 由 (3-11) 和 (8-12) 两 公式 到 一 个 任意 运动 的 电荷 
(基本 粒子 ) 所 产生 的 坊 ， 在 这 种 情形 下 ， 在 推迟 势 中 的 被 积分 
数 仪 侈 在 一 些 珀 立 的 点 上 才 趟 为 各。 因为 很 容易 在 出 ， 在 每 一 个 
答 定 的 用 浊 ,它们 人 充 侈 在 室 阅 的 一 点 上 不 为 震 。 为 此 ,我 们 选 摆 观 
察 点 己 的 坐标 2 及 护 思 而 竟 察 的 有 时间 为 志郎 以 zg z， 为 四 府 
坐标 系 浆 的 珊 点 吕 , 着 卫 作 ” 光 负 所 所 和 二 3， 以 村 间 轴 为 多 下。 
这 个 全 的 下 笠 个 表 别 包围 着 “ 稳 对 ?过 去 的 区 域 〔 对 训 件 吃 币 音 》 
着 是 这 样 一 些 点 的 轨 灰 , 光 依 号 可 从 这 些 点 达到 世界 点 如 -这 个 卓 
遂 同 运动 电荷 的 世界 矿 的 交点 显然 就 是 C8-112 和 58-12) 中 的 第 积 
分 醒 数 不 为 雾 的 世界 点 .但 是 瞩 然 粒 于 的 速度 总 小 于 光速 , 它 的 运 
动 的 世界 绚 半 于 时 和 四 的 " 斜 度 ”万 论 在 何 处 总 小 于 光 链 的 面 的 “和 斜 
度 ”。 由 此 可 知 ,粒子 的 世界 线 仅 侈 在 一 点 能 与 光 亡 的 下 站 个 曲面 
相交 。 与 这 一 点 相应 的 时 间 太 为 方程 


(tt (8-13) 


所 决定 ,其 中 是 观察 的 瞬间 有 旦 (有 刚 是 从 电 背 到 观察 点 的 距 


hm 
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腐 , 它 是 一 个 纪 知 的 时 间 册 数 。 

为 了 施 算 势 , 我 们 必须 慨 设 电荷 有 一 个 有 限 的 太 庶 ,然后 再 使 
这 个 入 度 趋 近 于 零 。 这 时 ，(8-11 各 (8-9) 中 被 可 分 邮 妆 内 的 
子 各 显然 可 以 从 积分 符 叶 内 提 到 外 面 求 。 然 而 存 (8-14) 中 ,不 二 
能 简单 地 用 电 殴 。 的 值 代替 的 积分 ， 因 为 积分 体积 中 的 不 同 点 
与 不 同 的 财 册 1 一 了 相应 。 

可 以 这 样 敌 的 条 件 是 ， 在 由 方程 (38-13) 所 决定 的 疼 向, 粒 
子 是 静止 的 。 换 名 话说 , 莹 子 在 瞬间 为 裔 止 的 一 个 参考 系 硫 中 ， 
观察 点 在 t 瞬 关 的 势 是 


P= 吾 ， A=0, (8-14) 


式 中 的 有 ， 在 这 个 参考 系统 中 ， 是 在 上 皮 间 从 电光 刘 观 赛 点 氏 
距离 
在 任意 的 一 个 参考 系统 中 ， 势 的 表示 式 可 以 监 接 从 求 一 个 四 
度 矢量 得 之 ， 这 个 四 度 矢 量 当 V=0 时 与 方才 所 得 的 9 及 太 的 表 
示 式 相合 。 应 当 注 意 ;K8-14) 中 的 史 也 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
€ 
Pe 
[按照 (8-13)], 我 们 求 得 所 要求 的 四 度 矢 量 是 


Ws 
At=—e 二 


. Fra’ C8-15) 
共 中 如 是 电 桨 的 四 投 速 度 ， 如 起 四 各 失信 ， 其 分 涝 为 《% 一 洲 
Cy 一 之 于 有 美 妆 式 
《8-13) ,这 个 闫 夭 起 写成 四 上 吉 形 式 蚌 

R=0. (83-16Y) 
现在 再 变 为 三 谋 表 未 法 ， 我们 得 到 -- 个 任意 运动 的 点 电 带 所 产生 
的 增 的 势 训 下 : 


198 第 失 章 运动 电荷 的 丹 


如 eV¥ 
CR A= CT 


总 它 


(8-17) 


其 中 旺 是 从 电 莉 所 在 点 到 观察 点 了 的 矢 径 , 而 在 方程 右边 的 所 有 
的 量 都 必须 取 在 上 时间 如 的 值 , 为 方程 (8-18) 所 决定 。 场 的 势 与 
成 (8-~17) 的 形式 称 为 李 精 特 - 魏 西 尔 特 热 。 
为 了 从 公式 
米 计算 电场 和 磁 声 的 强度 ， 我 们 必须 将 9 和 让 对 点 坐标 #, 六 %， 
和 和 观察 上 时间 + 微分 。 租 是 公式 (8-17) 是 用 # 的 师 数 六 表示 热 , 订 
只 有 通过 关系 式 48-13) 才 兹 表示 势 为 名 护 六 主 的 隐 男 数 、 因 此 ， 
为 了 计算 所 需要 的 导数 ， 必须 先 计算 对 # 的 导数 。 将 瑟 的 一 
二 Cc"(t 一 所) 对 微分 ,得 
DR aR aot RV ot ot 
2 2 (1 名) 


一 区 rad wm,. H=:rot BA 


28 的 值 由 全 分 恒等式 如 一 Rs, 帮 将 92 一 一 V2) 或 


1 
VR 8-18) 


代入 末 求 得 。 同 理 , 将 回 一 个 关系 式 对 坐标 微分 ,我 们 得 到 


1 了 "1aR ,r+ ,HR 
grad f= — grad R(t = Hse t t+} 
内 此 ， R 
gradt' = C4) C8-19) 
| 下 一 ) 


利用 这 些 公式 , 求 场 及 的 运算 过 程 就 不 难 了 。 上 略 去 运算 


四 ”网 为 及 是 从 电荷 。 浊 电 点 的 闫 和 钳 ， 而 东 是 从 已 点 到 电 裕 。 的 条 径 , 所 以 前 面 
前 和 置 号 。 四 


$ 8-3 杠 迟 劳 的 光 攻 分 骨 1%9 


中 的 中 加 过 程 ,我 们 得 到 精 果 : 


1 一 名 
B ce RB Vn 
已 
站 | V Y 
+ VR x {( RR) xV (8-20) 
性 ( 一 ) 
HH 一 吝 Rx E. (8-21) 


这 里 的 六 = Sr; 等 式 在 边 所 有 的 量 都 是 取 在 总 瞬间 的 值 。 信 得 


注意 ;磁场 无 往 在 何 处 都 与 电场 垂直 。 
最 后 我 们 将 地 炎 特 - 魏 琴 尔 特 势 写 成 另 一 形式 ,这 个 形式 在 某 
些 情形 下 有 用 。 将 (8-I3) 和 (8-187 代 人 fa-17 我 们 就 得 到 
尼 Af 
p= 


Vv 
rn 3， 入 一 二 9 


{8-22) 


$8-3, 推迟 势 的 光 诺 分 解 

运动 电 夷 所 产生 的 场 可 以 展 秆 汶 单 名 小 。 场 的 不 同 的 单 色 分 
其 (人 香里 叶 分 量 ) 的 势 具 有 Ye 5 4 ”的 形式 ; 任何 其 他 描写 
场 的 基 都 有 想 世 的 形式 。 产 生 场 的 电 殴 系统 的 电 背 密 度 和 电流 密 
度 也 部 可 以 展开 为 傅 里 时 静 数 或 埔里 叶 积 分 。 很 清楚 ，P 和 1j 的 
饼 里 叶 分 量 产生 场 的 相应 的 音色 分 莉 。 

为 了 用 电荷 害 度 和 中流 的 博 里 时 分 量 表示 蝎 的 伟 里 叶 分 量 ， 
我 们 分 别 用 p-e -te: 和 pe 代替 (8-T1) 式 中 的 ?2 和 疡 这样, 就 
得 到 


—rutt—Ricy 


[1 $ pas 政 ay., 


将 e-wt 滑 去 ,并 引用 波 矢 量 的 息 对 值 = 名 ， 我 们 得 到 : 
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po. 入 -7。 (8-23) 
同样 ,对 于 坡 。, 我 们 得 到 中 | 
到 .一 1 jr. {8-24) 
”我 们 指出 ;公式 (8-23) 星 更 广泛 形式 的 泊 松 方程 
态 罗 十 Ep = 一直 Tp。 {8-25) 


的 解 [这 个 方程 是 从 (8-60) 得 来 的 ， 在 (38-63 中 , P 和 史 同 时 间 的 关 
系 是 e-we 门 。 当 下 一 0 时 ,公式 (8-23) 变 为 公式 [5-8)。 

假如 我 们 所 研究 的 是 恨 开 为 博 里 叶 积分 ,那么 ,电荷 密度 的 傅 
时 叶 男 量 是 C 吕 $6-07 


ow 
Pp, = 二 petiwtiat. 
将 上 式 代入 (8-28), 我 们 得 到 
一 ] p itwt4 ER A 3 
La Fe . (8-26 


假如 我 们 所 研究 的 是 在 时 间 间 隔 了 办 展开 为 传 里 叶 般 数 《 了 为 场 
的 周期 ,那么 ,我 们 将 有 [比较 C6-34] 


gs 一 交 人 $ eritimapdt. (8-27) 


. . 2 
A。 的 类 似 表示 式 与 上 式 的 差别 只 是 在 积分 号 内 用 二 1 代 符 了 
Po 


我 们 空 用 这 举 公 式 到 一 个 运 吉 的 点 电 桨 所 产生 的 声 。 设 Po 


吓 我 们 把 #。 和 入 的 表示 起 写成 复数 形 式 。 应 收 记 着 ,年 这 些 情形 中 ， 以 后 我 
们 总 是 玛 鞭 己 e- 之 积 的 实数 部 分 ,而 不 是 取 其 本 身 的 实数 部 分 。 


§ 8-3 排 迟 势 的 光 评 分 欠 201 
是 电 茶 的 开征 , 它 是 有 时间 的 已 知 两 数 , 那 么 ,也 窒 密 麻 是 

P=eg[P 一 PoCt]- 【8-28] 
将 此 式 代 大 (8-26) 国 对 2F 积分 (这样 积分 归 畏 汶 肌 rolt) 代 玲 
r) ,我 们 便 得 到 


LE Wo a (8-29) 
同样 ,对 于 矢 妇 ,我 全 得 到 


Cv 
_ 1 
A ne ) Res) 


—o0 


Pt 十 天 疗 ， 
tt hRCNT jy 


(8-80) 


式 中 Y= ee( 是 电荷 的 速度 ， 而 ECL) 是 从 电 各 到 观察 点 的 距 
离 。 


下 十 


把 符 束 下 辜 送 动 鸡 电 蓓 所 产生 的 场 展开 为 平面 波 。 
他， 我 西 按照 $6-8 中 的 方式 进行 。 我 四 将 刑 荷 密度 与 为 p 二 e5CP 一 TH) 的 形式 ， 
此 处 的 于 基 市 靖 的 速度 。 取 方程 
Lh==—dreHPrF— ye), 
的 铺 里 时 分 量 ,我 们 得 利 
(De -ge YK 


另 - -方面 ， 由 于 ?= ff el Tok ao dy ds 
' - . 1 dng 
所 及 我 们 有 (Ow= tng ek 
1 rm a 0 kv 
因此 ， 各 Hie" 十 天 2 了 一 ps eK vO 
a eikevt 
具 而 ， 是 后 得 利 Pk= Evy 
二 


内 此 串 具 推断 ,以 下 恋 矢量 的 该 的 频率 是 m 二 KrFY。 同 样 ,我 们 得 若 失 势 
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了 基 局 ,我 全 得 到 媚 的 囊 示 式 如 下 : 


- 3 — Eh* 
Ex = 二 请 人 


¥ 
加 -ee 一 KW 
Bix=ikEx Ax rt . -EE 面 ; 


$8-4. 准确 到 二 阶 的 拉 格 天 日 而 数 

:普通 经 典 力 学 中 ， 我 们 利用 仪 仪 与 粒子 (在 同一 瞬间 ) 的 华 
标 和 丸 度 有 关 的 拉 格 期 日 西数 来 描写 彼此 相互 作 目的 粒子 体系 。 
这 种 作法 的 可 能 性 ,归根 到 底 是 取决 十 ,在 经 典 力学 中 假定 粒子 阅 
的 相互 作用 的 传播 速度 是 无 限 大 。 

我 们 已 经 知道 ,因为 相 环 作用 的 传播 速度 是 有 限 的 , 场 必须 超 
为 是 一 个 有 本 征 “ 自 由 度 ” 的 独立 体系 。 和 由 此 可 得 出 精 茶 : 假如 我 
科 有 一 个 相互 作 古 的 粒子 ( 电 茶 ) 休 系 ,那么 ， 为 了 描写 它 , 我 个 就 
必须 认为 这 个 体系 是 帕 这些 粒子 和 场 租 成 .因此 , 当 涯 虞 到 由 互 作 
用 传播 速度 的 有 限 性 时 ,一般 襄 玉 ,不 可 能 用 仅仅 和 粒子 的 坐标 和 
述 度 有 关 的 ， 而 寺 不 包含 与 场 的 本 征 “ 自 由 刻 ” 有 关 的 任何 量 的 
抄 格 郎 日 醒 数 来 描写 相互 作用 的 粒子 体系 。 然而， 假如 所 有 粒子 
的 速度 ” 帮 比 光速 小 很 多 ,那么 ,这 个 电荷 体系 就 可 以 用 某 一 个 近 
似 的 拉 格 衣 日 画 数 求 措 写 。 这 时 ,就 可 能 引用 一 个 拉 格 其 日 男 数 ， 
这 个 拉 格 良 日 一 数 不 仅 在 忽 酷 所 有 二 的 知 的 捕 况 下 描写 这 个 体系 
《经典 的 拉 格 朗 目 醉 数 ), 而 且 还 难 确 到 ?， 的 数量 级 (达尔 文 ，1920 
年 ) 

我 们 预先 指出 ， 在 筹 级 近似 中 ， 序 当 我 们 完全 略 去 势 的 推迟 
时 ,电荷 体系 的 拉 格 良 日 画 数 有 上 以 下 的 形式 : 
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研一 和 me (8-31) 
A444 关 B 
( 求 和 应 肤 对 于 租 成 电 茄 体系 的 所 有 电 太 进行 )。 第 二 项 是 相互 作 
用 的 势能 ,正如 静止 电荷 的 情 襄 一 样 上 昂 03-1671。 

为 了 得 狐 拉 格 期 日 丙 数 的 高 一 般 的 近 伺 式 ， 我 个 按 下 述 碳 式 
进行 。 在 外 场 中 的 电 花 的 拉 格 裔 日 夯 数 是 [ 吕 (3-t 阅 
王 一 -mczJT 于- 各 十 AV. 

性 他 


选 定 电 实体 系 中 的 任意 一 个 电荷 ， 我 们 求 出 启 有 其 余 电荷 在 第 一 
电 蕉 所 在 点 产生 的 场 的 势 ， 并 且 膨 产 汪 这 个 场 的 电荷 的 坐标 和 淋 
度 来 表示 这 些 势 (这 刚好 可 以 作 到 这 样 的 近似 程 度 ， 妇 对 十 9, 淮 
硝 到 气 ; 对 于 A ,准确 到 )。 将 这 样 求 得 的 女 的 表示 式 代入 上 而 
所 写 的 工 的 表示 式 ， 我 们 就 得 到 电荷 体系 中 的 一 个 电荷 的 拉 格 庆 
日 两 煞 ( 当 其 余 电荷 的 运动 已 知 时 )。 从 此 不 难 求 出 整个 体系 的 拉 
格 衣 日 两 数 荆 。 
我 们 依据 推迟 势 的 表示 式 C8-11) 和 Cs-12?: 
一 各 se A= 3 Rar. 


很 如 所 有 电荷 的 速度 都 比 光束 小 很 多 ,那么 ， 电 荷 的 寻 布 , 序 p 和 和 
在 时 间 全 内 不 到 村 有 显著 的 改变 。 因 此 ,我 们 可 以 将 p_ae 和 


Jar 展开 为 < 的 宕 般 数 。 因 此 ， 对 于 标 为 ， 我 全 得 到 准确 到 一 
阶 项 的 表示 式 
paV 19 1 3 
?= 全 一 语 训 o07 + Br) Bear 
( 商 有 指标 的 足 指 它 在 4 星团 的 值 , 序 和 .各 > 显然 可 以 从 积分 


号 内 提出 )。 但 是 “ pdY 是 冲 电 荷 , 它 是 一 个 与 时 浊 死 关 的 常数 。 
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因此 上 式 中 的 第 二 项 为 者 ,从 而 
P= [a 1 9 § Roay. (8-32) 


De Or? 

对 于 A， 我 们 也 可 以 内 同样 方式 进行 。 但 是 用 电流 密度 表示 
矢 势 的 式 子 已 经 包含 了 工 ， 而 当 我 们 把 它 代 太 拉 格 争 且 丽 数 时 ， 
还 要 来 上 地。 鲍 然 我 们 正在 求 仅仅 准 砚 到 二 上 阶 的 拉 格 朗 日 页 数 ， 
我 们 在 A 的 展开 式 中 只 取 其 第 一 项 就 足够 了 ,部 

1 Vv 
4 一 了 Sor C8-33) 
(我 们 已 径 将 joy 代入 >》 

城 们 候 设 内 有 一个 里 独 的 点 电 华 (要 如 有 许多 电荷 , 毅 对 求 
得 的 式 子 再 求 和 ,都 么 ,对 于 这 个 电荷 所 产生 的 场 的 两 个 势 ( 标 势 
p, 和 从 热 A), 我 们 从 (8-323 和 (8-3?) 两 式 得 到 


2 DR av 
和 


式 中 如 是 同 电 瞪 的 距 议 。 


Ppl, A-Atena 


”我 们 选择 另外 两 个 势 8p' 和 二 来 代替 % 和 起 。 提 且 我 们 选择 
了 如 下 : 


_ ee a 
fe 
这 时 ,我 们 每 到 
1__ 8 : eV e _2R 
al i 


为 了 计算 A', 首 先 我 们 注意 到 训令 vR。 在 此 处 的 待 号 


加 策 然 7 和 胡 趟 沾 评 康 忻 (8"3), 它们 二 就 下 请 足 革 部 有 东胡 程 。 同 时 ， 假 如 
从 P 同 名 能 得 到 扬 的 正确 糖果 , 那 矢 ,当然 ,从 和 二 得 能 得 到 铀 的 正确 精 果 。 
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Y 是 指 对 我 们 正在 求 全 之 什 的 观察 点 的 华 标 的 微分 。 因 此 wv 用 是 是 
一 个 单位 矢量 z 从 电信 指向 融 察 点 ,所 以 


为 了 计算 n, 我 们 写 出 


ZrRY R RR 
"a [= 13 
企 是 对 于 一 -指定 的 观察 点 ,导数 只 是 一 Y( 电 货 速 度 为 Y)， 至 于 
导数 吾 , 只 要 微分 等 式 ?一 泵 即 写 出 
Rh=hR= Ry, 
就 很 容易 确定 。 因 此 ， 
j= +n nm 
4 
将 此 式 代入 的 表示 式 , 我 们 最 后 得 到 


站 了 e{Y¥+ (VY. non} 
?二 全 一 ae 此 


假如 有 许多 电荷 ,那么 ,显然 ,我 们 必须 对 士 所 有 的 电 背 求 和 。 

眼 如 将 这 些 势 的 表示 式 代 入 一 个 在 外 增 中 的 电 交 的 拉 格 朗 晶 
酚 数 ,我 们 就 得 到 一 个 电荷 es 的 拉 烙 央 日 丽 数 £4( 当 所 有 余 电 共 
的 运动 为 已 知 时。 这 时 ， 我 们 也 必须 将 动 能 一 mso* 1 一 公 ) 


展开 为 去 的 客 才 数 ,并 保留 到 二 阶 项 为 赴 。 这 样 , 我 们 就 得 到 下 面 
的 上 4 的 表示 式 : 


全 4 
Ei 1 REA 
也 4 一 A ‘< 
2 8B # 


(8-35) 


ep 
一 8d 
Rap 
Ba 


4 Ee LVYar Vt Vaen Hk Vren)] 
几 吾 


2 4 


《 求 和 应 对 于 除 ea 以 外 的 所 有 其 余 电 商 进行; n 是 从 ss 到 e4 的 
单位 和 天意 )。 
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出 此 就 不 蕉 求 出 整个 体系 的 拉 格 朗 日 丽 数 。 不 难 理解 ， 这 个 
函数 不 是 所 有 电 肯 的 Za 之 和 ,而 有 和 如 下 的 形式 : 
L= wh 十 +2 AV 2468 1 


2 Se2 Bas 
| 


十 人 可 2 LYa* Vat CVarn)C Ye nN). C8-36) 


人 


实际 上 ,对 于 所 们 中 的 每 一 个 ,在 所 有 其 余 电 茶 的 运动 为 已 知 的 情 
况 下 , 画 数 荆 化 为 上 面 玉 得 的 工 ,。(8-36) 式 决定 电 共 体 系 的 准确 
到 -- 阶 的 拉 格 朗 日 函数 。 

最 后 ,我 们 还 要 求 电 闪 体系 的 哈密 额 测 数 , 并 要 有 同样 的 近 人 
程度 。 这 个 可 应 用 从 大 求 9 的 一 般 法 期 进行 然而 用 下 而 的 方 
法 来 求 , 基 更 为 简单。 在 (8-36) 式 中 的 第 二 和 第 四 两 项 是 对 已 ~ 
的 小 修正 。 另 一 方面 ， 从 力学 我 们 知道 当 

过 过 和 汪 


和 .有 小 的 变化 果 ， 加 到 它 和 上面 的 小 量 的 数值 相等 ,符号 相 
反 ( 在 此 ，, 工 的 变化 是 发 生 在 坐标 和 速度 为 恒定 的 请 况 下 于. 关 的 
变化 ,是 发 生 在 坐标 和 全 基 为 恒定 的 情况 下 @)。 


吕 候 如 除了 举 标 和 速度 以 刘 , 指 格 凑 日 曾 数 还 与 某 个 从 数 入 有 有 美 , 和 那么 
dL =Pdatpay+(3 3 Jos dX 
CF 二 03509, Pp 二 6L/04 是 广 史 力 和 广义 冲 量 )。 对 于 浇 ” 二 py 一 我 全 有 
_ fal 
dB = Pagtadr (ox ) a 


所 以 a az 
( ax -), Pp (sh 
当 志 数 和 有 小 的 变化 时 ,XY 和 五 也 变化 得 很 小 ; 从 上 面 的 等 式 可 眉 看 出 ,3 人 
条 6 站 两 个 变化 有 (8X 和 ) jp 二 一 GL) 9 的 关系 [ 搬 红 下 商 的 朱 标 汶 示 阔 些 量 应 
就 当 作 常量 })。 
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因此 我 们 从 9% 一 2 24 + > 竺 入 至 中 碱 去 (8-38) 式 的 第 


2 Wp 
一 和 第 四 两 项 ， Bop 
2， 这样 林 得 
Dp BABB _ 
= 2 埃 Bn Be2m3 十 Ran 
攻 >> 吾 


一 之 Be pa pet pan) Cp n)l. (98-37) 


mAampias 


悦 是 


1， 确 定 ( 准 确 玫 二 阶 睹 ) 相 互 作用 的 粒子 体 科 的 异性 中 心 。 
崩 ， 体 条 作为 一 个 旷 体 的 速度 可 以 用 下 面 的 公式 来 决定 ; 
caP 
Y=R= 号 


式 中 , ?= 于 pa = 交 下- 是 这 个 仿 系 的 总 驯 量 , 酒 吕 则 是 它 的 能 其 ， 等 于 


忆 得 
rc 十 [生成 (8-371 式 的 .5 不 包括 贡 子 的 静止 能 1。 将 四 应 的 式 子 牧 入 上 后， 
族 个 关系 是 可 以 对 了 时间 积 分 的 ， 所 具 相 互 作用 的 粒子 体系 的 惯性 中 心 的 栓 念 ,实际 上 
在 我 伍 折 考虑 的 近似 中 有 意义 。 惯 性 中 心 的 矢 径 的 表示 式 是 


BAP 
R= 骨 4 
E84 


式 中 ， e 
Ba=mes tL + 2 训 太 - 


3。 斋 求 由 两 个 迷 正 构 记 体 对 的 哈密 顿 本 训 二 二 了 略 去 体 采 整体 的 运动 )。 
饰 ” 我 位 选 择 一 个 窟 老 邓 未 ， 在 这 个 采 东 哇 ,了 琴 个 粒子 的 总 溃 县 为 窑 。 和 将 促 基 于 
为 作用 县 的 导数 , 则 我 位 有 pt 十 Psa 二 3S/8F1 十 319Yz 二 0。 由 此 可 上 见 , 在 我们 所 熟 择 
的 巷 考 采 永 中 ,作用 其 是 了 =Ps 一 ?1 的 国 数 ,P 其 两 全 烷 汪 的 拓 逢 之 浅 。 因 此 ,我 例 有 
Ds 二 一 了 Dt 二 了 Dp, 效果 的 胃 二 6/38 是 隔 信 粒 于 的 相 尘 进 动 的 溃 基 。 哈密 琥 画 数 等 于 
2 二 


mr Tra 3 nr 2 


Ereg 1. Eleg | An 
十 到 tom oss ? 十 (DB ”| 
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$ 9-1. 电荷 体系 在 远 处 所 产生 的 域 
我 们 堆 虚 一 个 运动 电 闪 体系 在 与 恋人 体系 相距 莽 远 之 处 《就 是 
距 依 比 圭 伟 系 的 加 头 大 得 多 的 地 方 ) 所 产生 的 场 。 在 这 里 ,我 们 区 
以 推 湛 荔 的 表示 式 子 


1 1 和 
由 = 1 荐 Pt-aiedF ,和 一 本 § 六 je aV 


出 发。 

我 们 选择 坐标 原点 0 在 电 桨 体系 内 的 任意 一 点 ,我 们 用 Bo 代 
表 从 0 点 到 了 点 的 矢 很 识 ，, 了 点 就 是 我 们 求 场 的 点 ， 并 且 用 n 表 
示人 在 这 个 方向 的 单 售 矢 监 。 坝 电 冰 de 一 pa8 的 矢 径 为 ?， 而 从 de 
到 了 点 的 欠 笃 为 明 ， 显 然 ，R 一 Bo 一 了 R 二 |B。 一 P|。 当 在 体积 上 
积分 时 ,多 和 上 中 的 Bo 保持 不 变 , 

在 与 电 前 体系 相距 巷 远 之 处 ,Bo>r。 因 此 ， 我 们 可 以 将 画 数 
R= |Ro 一 ?| 展开 为 了 的 嘻 胃 数 , 并 且 只 保留 级 数 的 第 一 项 。 从 普 
通 公 式 ， . 

fF)<sfC0) Feegrad fC0), 
我 们 得 到 R= Ro Pen. 
我 们 将 上 式 代入 蕉 退 劳 的 表示 式 中 。 在 被 积分 隙 雪 中 的 分 母 内 ， 
Fn 与 名 比较 超 来 可 以 略 去 不 甜 。 然 而 在 # 二 中， 这 种 省 赂 一 
般 来 说 是 不 可 以 的 ; 在 这 里 ,到 底 可 否 作 这 种 省 略 , 并 不 决定 于 型 
与 ?* 邓 的 相对 值 ,而 决定 于 P 和 j 在 时 间 *- 卫 内 的 变化 多 少 。 


C208) 
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局 此 ， 对 于 与 电 背 体系 相距 其 还 之 处 的 场 的 势 ， 我 们 得 到 以 下 二 


: 1 te ~ 
P= 去 Pi-Roe FF (9-1) 
8 
工 5 十 , - 
A= eho ‘ Ji—Foe ar. (9-2) 


在 距离 电 梢 体系 莽 远 之 处 ， 上 场 在 一 个 不 很 大 的 襟 间 区 域内 可 
以 当 作 王 曾 波 。 六 此 ,距离 不 仅 必 须 比 体系 的 嫉 度 大 微 多 ,而 且 还 
要 比 体 夭 所 产生 的 (也 可 以 部 所 东 射 的 ?电磁 波 的 波长 大 很 多 。 空 
漳 的 这 个 区 碟 我 匀称 为 辐射 的 " 波 区 ”。 
在 举 画 波 内 ， 场 了 和 彼此 有 关 采 式 (6-13)E=Hxn。 能 
然 是 一 rot A, 为 了 完全 决定 疲 区 内 的 增 , 只 人 须 求 出 矢 势 去 贱 够 了 。 
在 生 面 波 夫 ， 我 们 有 瑞 = 二 x nf 比较 (6-12)], 式 中 ,上面 的 
一 点 表示 对 时 间 的 微分 &。 因 此 ,假如 知道 了 起 ,我们 就 可 以 从 公 
过 加 
一 二 Ax n, = (a xn})xn, (9-3) 


也 ” 荡 个 公式 很 容易 通过 直接 寻 铭 来 证 明 。 我 俏 将 C8-2) 写成 二 Ef, 此 


处 的 开门 是 Wt Rje 的 羡 数 。 对 于 到 我 们 有 责 =rot -RD。 在 微分 上 了 时 ， 


我 出 可 以 将 上/ 吉 。 作为 问 数 5 因为 在 微分 1 有 Ro 时 ， 得 到 与 二 至 成 比例 的 项 ,让 些 项 
专 417 如 a 的 源 直 比 辊 可 瞿 赔 去 ),， 仅仅 对 和 包 合 广内 的 加 微分 所以 , H= 
二 47 Ru rot 144 对 于 一 个 羽 是 # 的 画 数 的 矢量 , 我们 有 


Mw dF __l1 a 
rotf(tt =v x df 二 一 二 x gr 


的 关外 (因为 Vt 二 一 上 vB。 一 一 中 最后, 珀 向 有 


这 就 是 我 们 所 要 诈 明 的 。 
名 ”在 这 里 没有 应 用 公 江 = 一 十 入 [ 见 (6-12)], 因为 政 里 的 亲 台 和 态 不 消 足 
我 潭 在 $ 6-3 中 所 加 于 它 抽 的 种 助 条 件 。 
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我 们 指出 , 远 处 的 载 与 离开 四 射 体系 的 距离 的 一 次 方 成 芭比。 
我 们 还 应 当 指 出 ， 在 C9-1) 到 C9-3) 务 式 中 的 时 间 主 都 以 组 全 时间 
一 至 的 形式 出 现 。 

对 于 一 个 作 任 总和 运动 的 点 电荷 所 产生 的 辐射 ,用 本 黄 特 - 魏 西 
尔 特 势 是 便利 的 。 在 远 处 ,我 们 可 以 用 矢 芋 Re 代替 公式 [8-17) 中 
的 矢 径 下 《坐标 的 原点 选择 在 电荷 运动 发 生 的 有 限 区 域内 的 任 刘 
一 点 ) 而 在 决定 # 的 条 件 (8-13) 内 ， 必 须 使 R= Ro 一 Po*nTrott) 
是 电荷 的 矢 径 ] 因此 ， 


Vt) 
A , 
eRo( TD (9-4 
式 中 的 六 决定 于 等 式 

7 一 了 0 nse C9_5) 


电磁 波 的 辐射 ， 当 然 有 能 量 的 辆 射 作 随 着 。 能 量 透 量 是 由 坡 
用 廷 矢量 来 决定 的 ; 而 对 于 平 了 而 泪 , 它 是 


号 一 一 下。 
相克 


划 射 到 立体 角 元 ge 之 内 的 王 射 强度 被 定 愉 为 在 电位 时 间 内 
烃 过 球面 两 元 是 的 能 荐 ， 而 中 = 三 go， 球 的 心 在 原点 ， 中 和 把 为 
局 。 这 个 攻 显 然 等 于 能量 道 草 密度 六 弱 以 37, 部 

H? 


271= oF 3do0. (9-68) 


鳅 然 场 玉 与 lo 成 反比 , 那么 我 们 可 以 看 出 ， 在 单位 时 间 内 这 个 体 
系 幅 射 到 立体 角 元 do 内 的 能 量 对 于 所 有 的 距离 都 是 一 样 的 《 当 
:一 可 的 值 对 于 它们 有 一 样 的 值 时 )。 这 也 当然 必须 如 此 ,因为 从 
体系 辐射 出 永 的 能 量 以 光速 c 向 四 阅 散 开 , 在 任何 地 方 既 不 堆积 ， 
也 不 消失 。 
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我 刹 末 来 体系 辐射 出 来 的 波 的 场 的 光 贰 分解 公式 。 这 些 公式 
可 以 直接 从 $8-3 中 的 持 公 式 求 出 。 将 = 遍 一 Pr 代 大 《8-24) 
式 [ 在 48-24) 内 的 被 积分 男 数 的 分 母 中 ,我 们 可 以 全 五 一 有 ,我们 
使 得 到 矢 执 的 博 里 时 分 旦 

eto 


上 = 一- 
”co 
《 式 中 KK 一 25)， 利 用 会 式 (9-3)， 从 站 ,可 以 求 出 分 量 H. 和 E.。 
分 别 用 再 .ee 让 eof 代 铂 HEE, 下 再 以 ec 除 之 ,出 
得 . 


$ je-iker Ap C9-7) 


H.=ik x Ah,, B= (kxA.)xEk, C9-8) 


当 琴 完 幅 鞋 强 度 的 光 说 分 布 时 ， 我 们 必须 区 别 展开 为 埔里 叶 
稻 数 和 展 为 傅 里 叶 积 分 两 种 情形 。 对 于 俐 着 几 电 粒 了 的 仔 播 而 产 
生 的 辐 射 ,我 们 展开 它 为 千里 吊 积 分 。 在 这 种 情形 下 ,我 展 感 兴趣 
的 时 是 在 碰撞 期 间 霄 射 的 (也 是 健 播 袜子 所 撒 失 的 ) 关 能量。 假 秋 
46n 是 在 能 反 期 闻 以 波 的 形式 ( 波 的 频率 在 间 聊 ee 之 内 )》 二 射 
到 立体 角 元 ge 内 的 能 旦 。 按照 莹 泛 公 式 《6-40), 总 辐射 在 频率 
间隔 de 内 的 部 分 可 以 从 强度 的 一 般 公 式 求 得 ,不 过 要 用 人 情 里 
叶 分 量 的 平方 模 滋 之 以 47 来 代 鞭 场 的 平方 。 因 此 我 们 有 工 比较 
(9-68)1 


dfn =tIH., |2R: Godo， {9-9) 

假如 电 诊 作 有 限 的 周期 性 运动 ， 那 么 ， 概 射 场 就 应 当 展 开 为 

传 里 叶 级 数 。 按 照 普 速 公式 (6-367， 传 里 时 胡 数 展开 式 中 各 个 分 

量 的 强度 可 以 从 强度 的 寻常 公式 得 之 ， 不 过 皮 用 傅 里 叶 分 量 乘 以 

2 来 代 芝 场 。 因 此 ,频率 为 一 moo 一 mn 型 的 辐射 到 立体 角 元 do 
内 的 强度 等 于 


c ' 
QT, = gi |H,! R20do. (9-10) 


ab 第 九 章 电 碰 法 的 辐射 
对 于 一 个 单独 的 点 电 竺 [在 外 声 中 运动 ) 所 看 射 的 波 的 光 番 分 
解 , 我 们 同样 可 以 写 
A SE (oveyeitot—krott) gs C9-11) 


“ Sm7eh, 
~ 


十 驯 


琵 式 可 以 从 (8-30) 趟 求 得 ,正如 49-7 1) 式 可 以 从 (9-2) 式 求 得 一 样 。 
F 


既然 了 = 人 0， 那么 Y 外 一 ero 这 个 公式 也 就 可 以 写成 沿 着 电荷 加 
道 的 缕 积 分 : 


2 人 Ke 一 下 mo) 一 
A egoh 各 好 Bo。 《9 一 12 了 
按照 59-8) 式 , 磁 声 的 傅 里 叶 分量 有 如 下 的 形式 ; 
Eweitho 二 ee 一 长 ou 


公式 (9-11 到 9-13) 直 接 从 辐射 电荷 的 运动 规律 来 决定 场 (展开 为 
傅 里 叶 积分 3 的 博 里 时 分 量 。 

假如 电 奏 在 一 个 封 郑 坎 道上 作 周 期 性 运动 ,那么 ,就 应 当 将 场 
展开 为 傅 里 时 胡 数 。 健 里 时 禹 数 展 开 式 的 分 其 可 以 从 (9-141 到 
9-13) 求 得 ,不 过 要 用 过 代替 各 公式 中 的 站- ,而 且 积分 应 肪 通 及 
运动 的 周期 了 7( 见 $6-8)。 对 于 频率 为 一 nwo6=n.39 的 磁场 的 
刍 里 叶 分 量 , 我 们 有 


Wu . 
人 。 
H,= op eifnwot— Krol n x VC = 
0 


Brinetk Bo oat—KE: poy 
= n 也 一 
各 5 § [2 x dPo. (9 14) 


在 第 二 个 积分 中 ,积分 所 及 粒子 的 整个 土 了 于 胃 道 。 
$ 9-2、 个 枉 幅 射 
”在 推 壕 势 (9-]) 和 (9-2) 的 被 积分 面 数 中 ,时 间 了 + 卫 是 可 以 略 
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去 的 。 假 如 电荷 分 布 在 这 个 时 间 内 改变 得 很 小 的 医 。 满 足 这 个 要 
求 的 条 件 不 难 找 到 。 设 为 这 样 的 时 间 的 烙 量 般 , 在 这 个 时 间 内 ， 
体 和 中 的 电荷 的 分 布 有 显 黄 的 改变 。 这 个 体 条 的 幅 射 最 然 含有 
与 同 数量 航 的 同期 ( 即 烧 率 与 太 同 数量 级 ) 此 外, 我们 用 “来 
代表 体系 的 帮 度 的 量 厅 。 因 比 , 时间" 将 与 上 同 数量 级 。 要 
这 个 体系 内 的 电 菏 分 布 在 这 个 时 间 内 不 发 生 显著 的 改变 ,那么 ,就 
必须 有 二 <"。 但 是 ，o7 正 是 辐射 的 波长 。 因 此 ，m<&oT 可 以 写 
为 


REN. C9-15) 
就 是 秽 , 电 荷 体系 的 糖度 应 当 比 辐射 波 的 波长 小 很 多 。 
我 们 指出 ,从 C9-7) 式 也 可 以 得 到 这 个 条 件 (9-15)，、 在 被 积分 
醒 数 中 ,? 所 取 的 值 是 在 一 个 与 电 蓓 体 邓 的 粮 度 同 数量 报 的 若 隐 
内 ,因为 在 电 奏 体 系 以 处 等 于 零 。 因 此 ,指数 证,? 是 很 小 的 .对 
于 那些 ha<&1 的 波 ， 可 以 梧 去 它 全 ， 而 这 个 条 件 与 (9-15) 是 等 价 
的 。 
假如 "与 电荷 速度 的 大 小 同 量 绥 ,注意 到 2rv5r, 从 而 i 
那么 ,这 个 条 件 还 可 以 写成 昂 一 形式 。 从 a<&%, 我 们 得 到 
| Ee, C9-16) 
就 是 裔 电荷 的 速度 ,应 当 上 比 光 速 小 很 多 。 | 
假 裔 这 个 条 件 已 被 满足 ， 我 们 来 研究 与 蛋 射 体系 相距 巷 远 之 
处 的 辐射 ,所 疆 与 体系 相距 其 远 就 是 指 的 焉 离 比 波长 大 很 多 ;因而 
在 在 售 情形 下 ， 都 比 电荷 体系 的 线 度 大 很 多 。 正 如 我 们 在 $9-1 
所 指出 的 ,在 这 样 的 距 窗 上 , 场 可 以 当 作 平 曾 波 ; 因此 , 在 求 场 时 ， 
仪 仅 只 计算 失势 就 够 了 。 
在 远 处 的 场 的 矢 执 (9-2) 现 在 有 和 如 下 的 形式 : 
= § jr GT 《9-177 
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式 中 ,zt 一。 时 间 刀 现在 已 驾 与 积分 变 基 无 关 了 。 将 j 一 pyY 
代 人 ,我 们 战 可 将 (9-17) 改 写 为 
A— CY) 
( 求 和 应 对 体系 的 所 有 的 电荷 进 行 ; 为 季 间 起见 ,我 们 赂 去 指标 二 
这 个 方程 和 边 的 所 有 的 量 都 是 取 对 才 盱 因 的 值 )。 但 是 
FeV = 和 er 一 上 


式 中 ，Q 是 电荷 体系 的 偶 标 填 。 因 此 ， 


Ro 

利用 公式 《9-3). 我 们 求 出 磁场 等 于 
B= a x nn, (9-19) 
而 电场 则 等 于 -Eg kd xn)xn. C9-20) 


我 们 注意 ,在 所 考虑 的 近似 情况 下 ,辐射 为 电荷 体系 的 全 标 揪 
的 一 区 导数 所 决定 。 这 样 的 辐射 称 为 偶 极 辐射。 

刍 然 4 一 er, 和 一 荆 eV; 所 以 电信 只 有 在 它们 作 加 速度 运动 时 
才 能 辐射 。 作 匀速 直 各 运动 的 电 共 不 幅 射 。 这 也 可 以 草 接 从 相对 
性 原理 拱 出 ， 因 为 作 习 速 直线 运动 的 电荷 可 以 在 某 一 个 惯性 参考 
系统 中 静止 ,而 一 个 静止 电荷 显然 不 辐射 。 

将 C9-19) 代 入 (9-6), 我 们 得 到 情 极 地 射 的 强度 : 


1 . 
d= Lad xn) ao. 《9-217 


它 就 是 在 单位 时 间 内 电荷 体 和 柔 辐 射 到 立体 角 元 &o 内 的 能 量 。 对 
全 部 立体 角 积 分 ， 就 得 到 单位 时 间 内 从 体系 向 各 个 方向 辆 射出 来 
的 总 能 量 。 为 此 ,我 外 引用 球 坐 标 , 其 极 珊 否 着 蚂 。 设 在 这 些 举 标 中 
的 矢量 n 的 极 角 和 方位 角 为 0 和 9; 因此 8 就 是 和 nn 所 夹 之 角 。 


§ 2 偶 私 粘 射 3 者 


这 时 do = 二 sin 自 骨 dp, 曾 (9-31) 式 旭 化 为 


一 ds in3 
CI sin 9 a0 bp， 


从 9 到 27 对 积分 ,再 从 0 到 7 对 #6 积分 ,我 们 得 到 
I (9-22) 


假如 我 们 只 有 一 个 电荷 在 外 塌 中 运动 ， 那 么 , 4=eF， 而 
=ew, 此 处 的 到 是 电荷 的 加 速度 。 因 此 ,运动 电荷 的 总 辐射 是 
De 4 让 
er 

我 们 注意 ,在 由 粒子 所 组 成 的 体系 中 ,假如 所 有 粒子 的 茶 质 比 
都 是 相同 的 ， 就 不 会 有 焉 射 ( 偶 极 旺 射 >。 实 际 上 ， 对 于 这 样 的 体 
条 ， 饮 要 算 为 

d= > ep > 一 Wp 二 常数 。 > mP, 


此 外 的 常数 是 所 有 电 上 共同 的 荷 实 比 。 但 是 mr 一 Rm, 此 处 的 
R 起 体系 的 惯性 中 心 的 矢 径 ( 记 着 所 有 的 速度 < 因此 非 相 对 座 
力学 可 以 应 用 )。 因 此 与 惯性 中 心 的 加 速度 成 正比 ， 然 而 这 个 
加 速度 是 零 , 因 为 惯性 中 心 匀 速 地 运动 着 。 

最 后 我 们 写 出 偶 标 幅 射 的 吕 度 的 光 谐 分 钱 。 对 于 伴 着 磁 播 币 
产生 的 帆 射 ， 我 傅 引 入 98., 它 是 在 磁 播 时 间 册 以 波 的 形式 ( 波 的 
频率 在 间隔 do 内 ) 到 射 出 去 的 能 量 (比较 &9-1)。 用 傅 里 叶 分 量 
4 代替 (9-22) 式 中 的 9 并 乘 以 47 就 可 得 到 4&.[ 比 较 公式 (9-6] 
和 《9-9)]: 


了 一 {9-23) 


及 入“ 
Cg .一 Be CY A. 


按照 健 里 叶 分 量 的 定义 ,我 们 有 
个 


. 加 i 
de -me wi = de wt, 
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由 此 得 到 和 .= 一 cd 因此 ， 
Ti 


8 
8 一 a | dl? de, (9-24) 


对 于 作 周 期 运动 的 粒子 ,我 们 用 同样 的 方法 得 到 以 频率 
2 一 neo 比较 9-107 轻 射 的 强 庶 如 下 : 


= 和 多 au 《98-25) 
$9-3. 珊 摘 辐射 


在 研究 碰 卉 焉 射 并 题 时 ， 我 们 很 少 对 于 两 个 沿 着 一 定 要 道 运 
动 的 粒子 因 碰 治 而 产生 的 辐射 发 生 兴 趣 。 通 常 我 们 必须 考虑 彼此 
平行 移动 着 的 整个 粒子 流 的 散射 。 我 们 的 问题 就 是 求 出 属于 每 音 
位 粒子 流 窗 度 的 总 师 射 。 

很 如 粒 半 流 密度 等 于 1C 妇 在 单位 时 取 内 通过 粒子 流 单 位 横 
戴 硬 积 有 一 个 粒子 ), 好 么 ， 粒 子 流 中 “ 赠 准 距离" 人 2 在。 和 p 十 dp 
之 半 的 粒子 等 二 2rp dp( 即 以 p 和 4p 十 dp 为 半径 的 内 个 加 之 问 的 
环 的 面积 )， 因 此 所 要求 的 总 辐射 就 可 以 用 2mpdp 获 一 个 粒子 
(具有 了 瞄 淮 坚 离 op) 的 总 辐射 A8, 衣 对 P 从 0 到 oo 积分 求 得 。 如 
此 求 得 的 基 将 有 能 明 乘 面积 的 量 糊 。 我 们 窜 它 为 有 效 辐射 ( 同 艇 
射 的 有 效 鹤 面相 似 ), 并 以 < 代表 之 : 


= 1 AE.2rp dp. 《9-26 ) 
0 


用 完全 类 似 的 方法 ,我 们 可 以 定义 在 一 个 一 定 的 立体 角 元 fo 内 和 
在 一 个 一 定 的 频率 间隔 do 内 的 有 效 幅 射 等 等 外。 


DD “ 睛 准 中 离 ” 就 是 础 所 的 烷 子 假若 洛 直 糠 运动 相 互 能 钱 搂 近 的 距离 。 

久 ”很 如 被 积分 的 式 子 专 糖 子 的 慢 福 绿 在 粒子 旅 的 横 截 商 上 上 的 被 影 的 定 向 . 角 有 
关 , 闭 和 ,首先 我 们 必须 在 这 个 平面 上 对 于 所 有 方向 求 平 均值 , 只 有 这 样 作 以 办 二 能 麻 
及 rpdzp 然后 证 积 分 。 
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现在 我 们 来 求 帆 射 沿 各 个 方向 的 分 布 的 -- 般 公式 ， 这 个 更 身 
是 作 中心 对 称 声 对 粒子 流 洲 生 散 射 时 产 生 的 ， 这 里 我 们 假 裔 辐射 
是 储 杠 焉 射 。 

被 歼 射 的 粒 季 流 中 的 外 个 粒子 在 每 一 瞬间 的 幅 射 强度 为 
{9-21) 式 所 决定 ， 在 这 个 式 了 内 的 则 是 粒子 对 于 散射 中 心 的 人 惨 极 
托 sio 首 先 ,我 们 将 此 式 对 于 矢量 全 在 与 粒子 流 方 向 相 垂 过 的 平面 
内 的 所 有 方向 求 平均 值 。 刻 然 (&x n= 中 一 Cn 0” 姥 么 ; 求 平 
均值 时 仅仅 影响 Ca ， 6 。 肉 为 散射 的 场 是 中 心 对 称 的 ,而 人 射 粒 
子 流 都 是 个 行 的 ， 所 以 季 射 以 及 昼 射 具有 对 省 过 中 心 而 又 平行 于 
粒子 流 的 珊 的 对 称 性 。 我 们 选 定 这 个 辆 作为 X 输 ， 从 对 称 性 的 考 
虑 可 以 看 出 .乘积 灾 币 . drd, dyd 在 求 平 均值 时 葵 出 雾 ,而 叭 和 
合 的 平均 值 征 此 相等 "显然 


d= ds]. 
注意 到 这 些 , 我 个 碘 水 难 求 得 
Cd xny 一 Cdz + dsy+ Ch — 303 )o0820, 
式 中 ,6 是 四 射 方 和 由 1 与 苹 征 的 夹 角 . 
将 强度 对 时 间 和 对 所 在 及 哗 距离 积分 ， 我 们 就 得 到 确定 有 效 
朝 射 作为 辐射 方向 的 画 数 的 最 后 公式 
do 


3 c0320 -1 
,= a +tB el 
到 | 4 2 (9-27] 
式 中 ， 
mm 二 me 二 
4A= 到 § tat 2np dp, Be ;0 § Ci 2d)at2npap 
和 立 一 人 立 一 二 
(9-28) 


团 实际 上 , 通常 我 胃 厅 粗 的 是 措 两 个 直子 一 - 散 对 鸡 数 了 季 种 被 散 射 料 子 - 一 - 相 
对 他 们 的 公共 的 惯性 中 心 的 偶 极 短 。 


对 名 第 九 音 电磁波 的 辐射 


C9-27) 式 的 第 一 项 外 写成 了 使 它 对 Go 的 下 分 为 过 的 形式 

储 着 散射 而 产生 的 辐射 强度 可 以 分 成 两 部 分 ， 一 部 分 眠 射 的 
极 化 是 在 经过 立 朝 和 点 向 美的 下 面 内 (我 全 选择 这 个 平 击 为 XT 了 
平面 尹 另 一 部 分 辐射 的 极 化 是 在 与 这 个 平面 生 臣 的 平 曾 内 。 电 坟 
矢量 与 下 面 的 矢量 的 方向 相同 

(dxn)xn=n n.d)—d 

[ 见 (9-20) 式 1。 这 个 矢量 在 与 XY 太庙 重度 的 方向 上 的 分 最 十 
一 而 它 在 XY 平面 内 的 投影 是 sn 起 一 058 的 。 将 玉 平方 ,再 
对 矢量 dd 在 了 Z 平面 内 的 所 有 方向 求 于 均值 ,我 们 首先 看 到 ,坊间 
XY 平面 上 的 投影 同 它 在 与 互 F 平面 垂直 的 平 击 上 的 投影 之 积 为 
零 。 这 就 塌 明 ,辐射 强度 实际 上 可 以 用 两 个 独立 部 分 之 和 来 表示 ， 
这 两 部 分 就 是 标 化 在 五 个 相互 垂 卉 的 平面 内 的 辐射 强度 。 

电 估 基 在 XY 可 面 内 的 辆 射 强度 为 平均 平方 靖 = Cd — ds) 
所 决定 。 对 于 有 效 辐 射 的 外 应 部 分 ， 我 们 得 到 


do 


dh = .00 31 人 (由 一 下 6 2rp gp。 (9-29) 


一 


我 们 注意 ， 坦 射 的 这 一 部 分 是 个 向 同 性 的 。 我 们 不 必要 写 出 电场 
矢量 在 三 直 于 粒子 流 的 畏 又 垂直 于 矢量 了 的 求 面 肉 的 有 效 双 射 表 
示 式 ;因为 ;显然 dxn 十 dx 二 kn 
用 相似 的 方法 ,我 个 可 以 求 出 在 一 个 一 定 频率 章 隧 dw 内 的 有 
效 辆 射 的 角 分 布 公式 。 上 暗 去 重复 的 讨论 ; 完 至 与 上 而 相似 ,我 们 写 
出 最 后 的 表示 式 
Ce 一 2 do | 4) 十 Bo 


Sa 如 一 1 !) (0-30) 


式 中 ， 
ACw)= 


Dnt 


党 BE)=® :er- d3。)2mrp dp. 


《9-317 
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其 次 ， 我 们 再 来 推导 关于 碰 卉 王 射 的 光谱 分 证 中 的 这 一 部 分 
的 一 . 些 公式 ,在 这 部 分 中 的 闫 率 满 呈 条件 


TE, {9-32) 
式 中 7 是 碰 播 时 荐 的 数量 顾 。 住 积分 
生计 
1 Eau 
H.- § He gr 


中 ,辐射 场 召 , 只 有 在 与 同 数量 级 的 时 间 间 隧 内 ， 少 与 零 有 显著 
的 差别 。 因 比 ， 按 早 条 件 (9-39》 我 们 可 以 假 裕 在 被 积分 画 数 内 
mi<&1, 从 而 就 可 以 使 *” 等 二 二 十 是 ， 


十 二 
1 
H. = $ Hat. 
将 (9-3) 式 日 一 上 让 xn 代入 上 式 , 并 对 时 间 积 分 , 则 得 到 


H.= CAs —A1)x n, (9-33) 


式 中 ，& 一 1 是 碰撞 粒子 在 碰撞 所 产生 的 场 的 矢 势 的 变化 。 

将 (9-33) 代 大 (9-9) 式 ， 我 们 便 得 到 碰撞 总 策 射 。 这 里 , 我 个 
内 写 出 对 所 有 方向 的 积分 的 烙 果 [ 积 分 的 进行 正如 由 (9-217 推导 
《9-22) 的 方法 完全 一 样 ]: 


ZE. 一 二 (As 一 上 72 到 dw. 《9-34) 


5 
我 们 看 出 ， 对 于 低频 率 ， 辐 射 与 频率 无 关 ， 就 是 融 , 当 ->D 
时 ，2<- 道 近 于 一 个 常数 杠 限 @。 


号 ”对 畏 准 距 竟 税 分 ， 我 人 可 以 得 到 粒子 流散 射 时 的 有 教 辐 射 的 相似 的 糙 果 , 然 
而 我 内 要 于 闭 ， 这 个 震 果 对 于 障 擅 粒子 在 库 合 打 间 作用 情况 下 的 有 有 效 硬 射 是 不 平 确 
的 ,因为 对 请 的 积分 在 很 大 时 是 (对 数 ) 发 散 的 。 在 下 -… 节 申 可 以 看 出 ， 在 下 二 情形 
下 ,低频 素 的 有 效 辐 射 与 频 党 的 对 数 有 关 , 而 不 是 保持 不 变 。 
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概 如 磁 擅 校 了 的 下 法 比 光速 小 很 多 ， 霸 且 只 者 塌 偶 三 二 辐射 ， 
么 ,利用 (9-18) 式 :得 到 


dg.=- 


25FZeCV 一 Yao， (9-35) 


式 中 和 Y 是 粒子 在 税 增 前 和 健 措 后 的 速度 ， 求 和 是 对 所 有 艇 
播 粒 子 进行 ， 披 如 粒子 的 速度 可 以 与 光 还 相 比拟 ,那么 ,在 (9-34) 
式 中 :我 们 上 必须 用 公式 59- 和 中 的 场 的 势 。 


§ 9-4. 库 合 相互 作用 的 焉 射 

为 了 参考 的 目的 ， 我 们 在 这 一 节 内 列举 一 系列 有 闫 两 个 迟 电 
粒子 体系 的 避 极 辐射 公式 ; 这里 , 我 们 假设 粒子 的 速度 比 光 速 小 很 
多 。 

我 们 对 这 个 体系 作为 一 个 整体 的 匀速 运动 < 即 体 杀 惯 性 中 心 
的 运动 ) 旋 有 兴趣 ,因为 它 着 不 引起 焉 射 ; 因此 我 们 只 须 侠 完 粒子 
的 相对 运动 。 我 们 选 定 嵌 性 中 心 为 坐标 原点 , 霜 么 ,体系 的 俏 极 折 
d= er esPs 可 粹 写成 | 


fd ma p 
1 十 mia 


式 中 ,指标 1 和? 分 别 局 于 两 个 粒子 ， 而 P= ma 一 Ps 则 是 两 粒子 之 
于 的 矢 径 。 

我 们 从 两 个 按照 亩 命定 律 互 宾 吸 引 善 的 粒子 在 作 要 图 运动 时 
所 产生 的 址 射 开始 。 从 力学 我 出 知 道 &， 这 种 运动 可 以 用 一 个 杜 
量 为 同和 生 ) 的 粒子 (A 为 粒子 ml 和 zs 的 折合 质量 ) 在 生 
圆 上 的 运动 来 谨 明 , 粒 图 的 检 坐 标 方程 是 
al 1l— 82) 


《9-36 ) 


1 一 3 apa $= 《9-377 


全 才 看 ,例如 ,本 教程 第 一 知 5 坟 学” 有 43。 
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此 处 的 长 和 径 & 和 次 心率 是 


x ” 88! 
“TB A Wan: 


式 中 ,及 是 粒子 的 总 能量 (运动 在 在 限 范 园 内 时 ， 总 能 最为 负 )。 
到 一 Ag9 在 冲 草 牙 ,而 % 是 库 命 定律 中 的 毅 数 (= 1eea| 5 坐标 
与 时 间 的 关系 可 以 用 参数 方程 表示 如 下 : 

f= na(1— ga0y E), t= VEE -esi Ey. C9-39) 
当 参 数 拓 从 0 变 到 27 有 时, 粒子 在 椭 图 上 走 一 周 ; 运动 的 周期 是 


C9-38) 


现在 我 们 来 求偶 极 惩 的 傅 里 时 分 最 。 因 为 运动 是 周期 性 的 ， 
所 以 这 妆 是 求 傅 旺 叶 胡 数 的 展开 式 。 饰 然 便 极 年 与 矢 符 = 成 比 
例 ， 那 么 这 个 问题 就 可 化 为 求 坐标 二 + 60s 8,，g 二 + min gp 的 傅 重 
叶 分 量 。 按 腿 {9-37) 到 {9-89) 种 式 , % 和 与 时 间 的 关系 就 为 参 
数 方 程 
w= CE — 08 E), y=oV 1— sginé, 
wat=E— S83ne C9-40) 
所 央 定 ,这 里， 我 们 引信 了 频率 wu 一 区 一 了 /2 
利用 加 = 一 too2 ao 加 一 一 ?oongou 计算 速度 的 博 里 叶 分 是 ， 
这 上 比 求 坐 标的 傅 里 叶 兮 量 更 便利 些 。 我 们 有 
开 
Wn 一 -一 2 而 |): eruants at, 


一 Son nn Dm 


但 是 3 不 = 失 一 w sin 5 路, 因此， 将 对 # 的 积分 变 为 对 二 的 积分 ， 
我 们 就 有 


, Br 
mn 下 esgin 和 sin € AE, 


3 谤 轧 章 ”电磁 该 的 埔 射 


同样 ,我 们 可 求 得 
四 A 2 
yi = i 1—8? Bt EBIn#) pog EE= 
Tn 
0 
站 a 
二 各 en sni)at 
TN 国 
0 


(在 从 第 一 个 积分 变 到 第 一 个 积分 对， 我 们 在 被 积分 西数 中 写 了 
eos Eas (co5E 一 二 )+ 二 这 时 ,出 现 了 cos 一 二 的 积分 ,而 它 全 
等 于 零 )。 最 后 利用 具 寄 匡 桓 数 的 理论, 我们 有 


2m [3 
. § ent enin ag— 1 $ oos(C ne — wm in EE = J wy), 
0 从 
式 中 ，J ww) 是 整数 # 阶 的 只 塞 征 函数 。 精 果 得 到 计 求 的 全 里 叶 
分 量 的 如 下 的 表示 式 : 
mm ne), ne 《9-4] 
《上 内 塞 耳 醒 数 上面 的 一 撤 表 示 对 醒 数 的 独立 变 台 的 微 耸 》 
看 射 的 音色 分 量 费 度 的 表示 式 可 以 将 wx wy。 伐 人 (9-25) 中 得 
之 : 
7 一 de m2 加 2 


Bo | ‘2 ne ) 二 二 ~ J 2 2{ 8 ) 他 Has 一 6 2 . 


m+ . 


Co-42) 
下 面 我 们 写 山 在 很 大 的 情况 下 的 强度 的 浙江 式 
国 “ 在 求 (9- 妇 和 (89 和) 时 ,我 个 必须 用 塞 耳 本 数理 险 中 热 知 的 源 近 公式 


1 [ wl 二 EE 9 
二 = 了 1 Te ] 


此 公式 对 玫 m1 一 581) 因 1 有 有 效 。 我 例 措 出，3. A. 家 这 得 利 了 一 个 求 Km8) (对 于 
大 的 和 任意 的 5) 的 更 普遍 的 公式 (AH, 1, 97, 1934)。 
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了 一 2 人 3 -人 Ps 一 22712 川 £ ei 
Bmes 82 1 1—82\ m+ 1 Ie : 
, (9-43) 
假如 s 不 太 接近 于 1, 这 个 公式 就 可 以 应 用 , 就 是 襄 必 须 满足 下 列 
条 件 : 


nC1 一 eol。 

以 下 ,我们 考虑 两 个 互 机 吸引 的 带电 柱子 的 泵 袜 。 这 两 个 粒 

子 的 相对 运动 ， 可 以 用 一 个 以 导 量 为 上 的 粒子 宇 双 曲 如 上 的 运动 
求 描 和 号: 

| eC -1 


工 一 8808 多 一 C9-44) 


式 中 ， eg eV ir Bs (9-45) 


(现在 8>0)。* 与 时 间 的 关系 为 下 面 的 大 数 方 稳 所 决定 ; 
raaleohé 1), tCeshé-é), (9-46) 
此 处 的 参数 可 取 -co 到 十 吕 之 间 的 一 切 己 。 对 于 举 标 名 久 


我 们 有 有 
v=ohé—8) y=0r 5 一 1ahe. 《9-477》 


傅 里 叶 分 量 的 者 算 (我 们 现在 所 指 的 是 娠 开 为 铺 里 叶 积 分 的 
展开 式 ) 可 以 照 上 面 的 方法 完全 一 样 地 进行 。 辕 果 得 到 


hm Ly fj ay BL] A fiw 
Yo Bo i (2:), $= (2). 
Cg-48) 
pe i 
式 中 ， i 名 是 第 一 类 第 忌 阶 的 神 纵 尔 西数 ， 我 们 引入 了 符号 


w= Vs ai (os 深 在 当然 不 是 运动 的 频 本 )。 在 计算 中 ， 我 们 还 下 
用 了 具 塞 耳 丁 数理 苍 中 的 公式 
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二 
§ ert iz shé EE=irHCis). (9-49) 
将 所 得 到 的 式 子 代入 (9-9), 我 们 使 得 到 频率 在 间 也 dw 内 的 
碰撞 总 幅 射 由 


a (em) {1 i {a)| + 
EP 1 二 ?ng E3 时 oo 
| a 


+| Es, (Es) hoo. 《9-50) 


wp 


我 们 所 关心 的 是 描述 在 下 行 运动 粒子 流散 射 时 之 幅 射 的 特征 
的 “有 效 辐 出 六 昂 上 一 节 )。 为 了 计算 它 ,我 们 用 arpeap 乘 d8., 肯 
对 P 从 需 到 无穷 大 积分 。 利 用 27p dp= 2ras de [这 个 关系 从 定 
义 C9-44) 得 来 , 在 (9-44) 中 , 冲 量 近 形 和 能 量 如 与 隧 准 距 岗 疡 及 
粒子 在 无 穷 远 处 的 速度 v6 的 关系 是 : 并 一 ppoo. 一 wx 人 (全 外， 我 们 
将 对 P 的 积分 化 为 对 成 在 1 与 的 范畴 中 ) 的 积分 。 最 后 的 积分 
可 以 直接 利用 公式 

:| z+ (人 1)23 = 了 C2Z028), 
式 中 , Zo?) 是 J 阶 居 塞 耳 方程 的 一 个 任意 解 甸 。 瑟 着 当 6->oo 
时 ， 转 巩 尔 桓 数 Fs (ee ) 奖 为 零 ， 业 采 我 们 便 避 得 到 下 面 的 公 


2 0 OA BE1 mes 一 ep ma CD io AY foiew 
ae Hi (Ee) Hi (2). 
. wp Wo 
(9-51) 


吕 在 求 模 的 平方 时 ,必须 忆 着 yy 是 种 道 数 , 而 %。 是 糠 实数 。 
岛 这 个 公式 是 昌 冻 年 方 各 


EF Pr AP 
EE" 士 台 + 1 一 gn jz=0 
的 直接 适 洒 。 


§ 9-4 库 合 相互 作用 的 辐射 326 
更 在 访 我 侧 考 虑 低频 和 高 里 两 种 极限 情形 。 丰 积分 


Toe jo 
§ et = dni (¥) (9-52) 
. tp 下 


( 围 凯 尔 画 数 的 定义 ) 中 ， 积 分 变量 的 峰 一 重 归 的 范 团 是 指数 在 
其 中 与 工 同 数 景 绥 的 范围 。 因 此 ,对 于 低频 府 (wsgeoj， 仅仅 大 二 
的 区 域 是 重要 的 。 但 是 对 于 大 的 总 我 何 有 shEsE， 因此, 近 钮 地 ， 


£1) te i ha 
fm ” Hl Ee 
Hi (: “= 二 2 时 d£ 一 Hy ( 冯 ). 
同 理 , 我 们 可 求 得 
iY 
HY (oH i 
ed (这 0 op 
wn 


最 后 ,利用 具 塞 耳 画 数理 花 二 的 近 但 趟 ( 戏 于 小 的 四 


《0 各 ) 宇 达 Im - 
久 


fy 一 ec 式 中 , 口 蚌 欧 勤 常数 ,> 一 17807…》 我 介 得 到 医 烽 论 有 效 
辐射 的 如 下 孝 示 式 : * 


A lf6eFe2 ‘(a 入) ( Zuo Heo ja 


下 ma yw |eres {mat ma) 


, Ho _ 
Cm) (9-53) 


这 个 表示 式 依 顿 于 频率 的 对 数 。 

”对 于 高 闫 率 (% 沪 wo), 在 积分 (9-52) 中 ， 与 前 相 友 ， 小 的 的 
区 域 是 重要 的 ,根据 这 个 理由 ， 我 们 展开 被 积分 本 数 的 指数 为 
的 党 航 数 , 划 近 似 地 得 到 


ee) 
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作 代 换 共生 一 鸭 上 面 的 积分 化 为 工 机 数 , 桔 果 我 站 得 到 
从 的 = "全 
同 理 , 我 们 得 到 
让 的 -二 (的 的 ) 
最 后 ,再 利用 工 画 数理 葵 中 的 典 知 公式 


PCS)IT CI 2)= 


dn zm? 
对 于 高 频率 有 效 辐射 ,我 们 得 到 
l6me?es 6 es 2 Lh 
die = de SS n 一 
人 


邹 得 到 一 个 与 频率 无 关 的 表示 式 。 
更 在 我 位 壹 到 件 着 两 个 按 眼 康 合 定律 0 一 (a>0) 而 排斥 的 

粒子 互相 碰 揪 而 产生 的 幅 射 。 运 动 发 生 在 况 有 曲线 

a(82 ~ 1) 


一 1] 十 8 008 由 二 (9-55) 
上 ,与 时 间 的 关系 可 用 参数 方程 
v=08+ohéy, y= ul £2 一 sh 
TE: 
{= “cs sh E+E) 《9-567 


来 决定 Cs 和 a 得 自 (9-45J 式 J 对 于 这 种 情形 的 所 有 计算 埋 接 可 
以 化 为 与 上 面 进行 过 的 计算 , 因 南 这 里 就 不 再 重复 了 。 实 际 .上 ;对 
于 坐标 的 仇 里 叶 分 量 的 积分 


i 
必 。 一 lad 人 Et oh ea 


一 oc 


§ -4 库 傅 相互 作用 的 辖 和 ”22 


不 作 代 换 丰 Yr 一 后 便 可 化 为 在 互相 吸引 情形 下 的 积分 张 以 


e。 “机 这 对 gu 也 同样 成 立 。 
因此 ,在 想 斥 的 情形 中 , 傅 里 叶 分 量 *。g。 的 类 示 式 与 相 吸 的 


情形 中 的 相应 的 家 示 式 只 相差 一 个 因子 。“w。 所 以 , 在 幅 射 的 


各 公式 中 , 叭 一 的 变动 是 加 上 一 个 因子 。 “ww。 就 特例 言 之 ,对 
于 低频 率 ， 我 们 得 到 十 面 的 公式 (9-53) (因为 对 于 名 攻 w， 


Jr _ _ 
6 二 1)， 对 于 高 弟 率 ,有 效 四 射 有 下 面 的 形式 ; 
Durs 如 
lOmeses f el 22 7 -a 
RE 信 - mj 


它 随 闫 频 亨 的 增加 而 按 指 数 规律 下 降 。 


乡 题 
1， 求 两 个 互相 吸引 的 买点 在 作 往 轿 后 动 时 的 平 姑 总 辖 对 。 
艇 从 僻 棉 答 的 表示 式 [ 和 -367， 我 许 得 到 轰 射 的 益 强度 


I else 一 srT Ts 
Be3 3 十 8 是 ” 


狠 脱 运动 方 种 ,a7 = 直人 PK 是 折合 质量 ,所 各 
2eTef er _ fal 
re 名 ) rt 


按 昭雪 省 沪 程 (9-87) 我们 用 9 玉 表 示 7, 理 利用 等 起 cf 一 arsp7H， 我 们 将 对 时 间 的 积 
» 
分 变 为 对 角 的 积劳 [从 0 到 2x}, 千 困 ,我 个 对 于 在 均 强 度 了 = 贡 了 Iat 得 到 下 面 的 


式 世 : 


8 3 
Fo.2 et es): Flerweal* 8) 2) 61M 
IT 总 全 } He (3 ptres | 
2.， 求 于 个 带电 粒子 的 碰 接 总 辆 射 4 去 。 
蚌 : 在 相 吸 的 情形 下 ， 训 道 是 双 曲 缕 (9-44h, 而 六 相 斥 的 情形 下 ,吉首 是 56- 上 >。 
双 曲 鞠 的 淋 近 萎 与 它 的 示 所 天 的 向量 ro yu 由 os 9o 二 1fe 来 决定 ， 乔 粒子 的 偏 情 
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角 ! 在 惯性 中 心 是 静止 的 精 标 柔 芒 中) 是 x 一 w 一 29u。 寻 营 志 法 照 作 是 1 进行 (积分 限 
是 一 Po 租 十 foy。 对 二 由 吸 的 情形 ,我 们 得 到 
网 a : 天 
ag gt iT tan x CT tans <)+ 


3 
Bfan < (E22) 
tan] ’ 


Ty a 
广 对 于 由 斥 的 情形 我 们 每 天 
. ps a Xf x Xl 
A8 = tr tan {Cr O( 1+3 tan’ <)- 一 6 tan 也 ( 笃 3.). 


在 到 种 情形 下 ,x 都 是 正 角 关 由 方程 cot 2 woip/ e1641 来 决定 Co 是 " 铺 准 四 
篇 i。 
天 此 对 了 两 个 相 斥 的 员 稍 的 下台 各 Co< 0, X 一 =) 我 全 得 到 


8 Sato6 ( el sa 小 


d5c3elep 11 hg 
3.。 求 一 粒 于 党 C 昌 蘑 为 el, 改 量 为 m7) 千 一 个 电 珍 sa( 贰 量 和 为 ma :) 散 射 时 的 总 有 
效 坊 射 [电荷 ez. 利 sa 有 相向 的 符号 }。 
解 : 皂 求 的 基 琵 


加 十 三 


一 了 了 Tidt2 wdp= EC 做 Dr f “2 一 : a fpdp, 


4 一 喇 一 


将 t=drjvr 代入， 我 个 将 江上 时 风 交 积分 化 为 湾 电 匣 圳 道 的 积分 ， 此 处 的 很 身 速度 
岂可 以 用 * 表示 如 下 : 


“=y 2 -dO 
的 抽 图 是 区 二 1 和 站 最 的 攻关， 大 过 克 < 扩大 
到 无 几 斌 。 如 将 积分 式 序 妾 换 ( 序 先 对 积分 , 然后 再 对 + 积分， 对 于 积分 的 运营 全 
恒利 一 些 。 计 第 的 社 果 是 


x 二 Rr EOantimal Er _ en 号 
Bos CHe1 + 98 


Hr Ti 
4。 议 有 一 个 电 社 从 另 一 个 呈 闸 的 旁边 厅 过 , 假 吉 电 符 的 速度 是 这 样 大 ( 昌 热 比 起 
光志 仍然 县 很 小 的 ])， 以 狂 宪 的 理 这 刁 交 菩 扣 二 闫 可 以 超 为 很 小 )， 来 由 此 所 产生 的 总 
辐射 的 角 候 布 。 : 
解 : 假如 动能 a07/3 比 劳 郁 大 很 多 [热能 与 eryp Caos 沾 efp 辣 数 最 数 ]， 那么 , 寅 
栈 角 就 小 了 。 我 侦查 定 盐 动 的 点 向 罚 总 东 的 方 沿 ， 而 虚 点 仍 汪 在 负心 。 让 一 租 近 位 
下 , 末 送 可 避 由 卫 三 2 3 一 户 葵 出 。 在 高 一 般 的 近 识 中 ,运动 方程 输出 


a 人 ap 


HPT pa 


§ 5 四 标 焉 射 和 磁 偶 检 辐射 和 29 


应 量 对 于 我 们 可 以 轨 ”一 站 让 十 克扣。 利用 向 昔 式 茸 ， 将 公式 (9-31) 对 时 间 从 一 忆 
到 寺 = 积分 ,我们 求 得 普 体 角 Go 内 的 总 辐射 

21 _ 
dR gna st 8 2 (433 一 ndo， 


{nz Ry 是 畦 位 尖 量 卫 丰 dD 方向 的 分 景 )。 


$9-5. 四 极 幅 射 各 磁 偶 醒 幅 射 

现在 我 们 来 研究 由 矢 势 (9-2) 的 展开 式 以 后 儿 项 所 决定 的 辆 
射 。 假 如 电 珍 体系 的 阐 度 睹 波长 小 很 儿 ; 孝 么 ,这 些 项 一 般 也 比 产 
生 偶 框 辆 射 的 第 一 项 小 得 多 。 但 是 在 电 带 体系 的 侧 枚 岳 为 老 的 情 
形 下 ,它们 就 很 重要 了 ;因为 偶 舟 贴身 不 发 生 。 

将 59-223 展 开 , 郎 将 

1 Pn 
— bh ier en ar 
展开 为 Penjs 的 竹 般 数 ,我 们 得 到 0 准确 到 一 阶 项 》 
A = 法 § ju av + 总 人 al GF。 


将 ji-PyY 代入 ,我 们 改写 上 式 为 


eV 1 Tr 
起 = eR + sz, 3 TeV'(P'n), (9-58) 


(从 现在 超 ,我 们 象 在 $9-2 一 样 赂 去 指标 六。 
在 右边 的 第 二 个 和 中 ,我 们 可 以 写 
1 9 1 | 
VOrn)=3 亏 FCn"P7 十 二 VCDP7 -rnV) = 


一 于 n+ x VY)xn. 
于 十 ,我 们 求 得 We 
A di 1 yercnr) ta mxn) 


cho 2c2Ro 2 
式 中 志 古 这 个 体系 的 惨 极 第 ,而 仙 一 过 SeP < 则 是 体系 的 磁 第 。 
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为 了 作 喝 进一步 的 灾 换 ,我 们 应 注意 ,将 与 nn 成 比例 的 任意 矢量 加 
到 坟 上 , 提 不 改变 场 ,因为 次 眼 公 式 (9-8),H 和 下 扩 不 改变 。 
洪 据 这 个 道 池 ,我 们 可 以 将 矢量 一面 点 ， 加 37 加 到 而 
所 但 到 的 的 表示 式 让 这样 ,我 人 就 全 
a ,1 
ee Be2 Ro 所 
但 是 ,在 符 妨 三 3 后 向 的 表示 式 止 是 矢量 和 四 极 短 虫 生 Das 一 
= YeC3zuoa 一 Sao2) 的 积 nDsa《 昂 总 5-6)。 引 天 矢 监 D, 其 分 量 
为 De= Dama, 我 们 便 得 到 从 势 的 最 后 表示 式 
A—h+ D+ Mxn. {9-59) 
知道 了 A， 我 们 现在 就 可 以 确定 地 射 场 也 和 了。 利用 一 般 公 
式 (9-3), 我 们 便 可 得 到 下 面 的 式 子 : 
H- dxnt+ oDxnt(iixn) xn 


起 二 "yer3rCnePy— nr | ta xn, 


| 

E= ,sj {Cdxn; x n+ n)xntEnx mJ]}. 【9-607 

立体 角 @o 内 的 皮 射 纪 度 虹 可 以 用 … 般 公式 (9-67， 来 决定 。 
时 在 我 们 米 莽 算 总 辆 射 ， 就 是 这 个 体系 企 单 位 时 峭 内 辆 射 到 各 个 
方向 的 能 量 。 为 此 , 我 合 按 所 有 五 的 方向 求 呈 的 平均 值 ; 总 辐射 
显然 狐 等 丁 这 个 平均 们 号 以 4m。 在 求 僻 增 平 方 的 全 均值 时 ,在世 
内 的 于 项 中 ， 任 盖 遇 基 的 乘积 事 丰 天 ， 央 而 上 只 剩 下 每 一 项 的 平方 
平均 值 。 既 过 简单 的 起 算 和 就 可 得 到 下 面 的 工 的 表示 式 : 


我们 介绍 一 个 便利 方法 米 求 … 个 单位 矢量 的 分 量 的 积 的 在 均值 。 因为 是 
一 个 唱 们 条 县 ， 吕 ema8 是 一 个 对 你 张 基 ， 只 可 上 避 用 坚信 瑟 剧 345 来 表示 , 好 Hang 二 
二 55; 对 指标 进行 糖 间 , 访 着 二 1 我 全 就 可 得 到 2 二 1/3。 
对 于 耻 个 分 基 的 积 的 平 芍 六， 我 时间 样 可 避 叶 
Ramprt ys 一 Ga sdy son rds ,to sba 7), 
[相知 4aRamynE 对 所 有 四 个 指标 的 对 称 性 )。 对 予 成 对 的 指标 %, 有 和 8 两 对 措 
标 进 行 缩 大 ,我 全 得 到 4 二 1/15。 


和 自省 四 榴 辐射 者 磁 偶 尾 井 身 231 


305 180c5 

因此 ,总 回 射 包含 三 个 独立 部 分 ; 它 但 分 别称 为 俩 恢 玉 射 ， 四 检 幅 
射 和 磁 侦 极 轻 射 。 

我 们 注意 ， 磁 懈 极 后 射 实际 .上 在 许多 情 议 下 古 不 存在 的 。 例 
如 。 在 一 个 体 桑 中 ， 鼻 如 所 有 运动 粒 耻 的 荷 眉 比 圳 一 样 ， 位 借 椒 
却 射 就 不 存在 5 在 这 种 情况 下 , 俩 极 畅 射 也 不 存在 ,我 们 在 扣 9-2 中 
已 经 狂 明 过 了 )。 事 实 上 ,在 这 样 的 体系 中 ， 和 仿生 与 机 械 评 生年 成 
比例 [网 各 6-9， 因为 冲 量 乒 是 守恒 的 ， 所 以 骨 =0。、 同 理 ， 磁 偶 
极 玛 射 对 于 任何 只 包 合 两 个 粒子 的 体系 也 是 不 存在 的 《 兄 生 59 
的 粥 题 ), 但 是 ;在 这 种 情形 下 ,关于 个 柱子 辐 待 ， 我 们 得 不 到 任 人 条 
精 葵 。 


了 = .2 + D+ mM, (9-61) 


一 带电 梓 子 浇 补 一些 同 宕 眉 完 全 一 梓 的 粹 子 所 散射, 求 其 总 有 效 辐射。 
里: 当 完 全 一样 的 粒 千 确 挤 时 ， 涡 枚 融 射 〔 磁 侦 重 辐射 亦 然 ] 不 存在 , 因此 我 们 
此 所 冉 算 四 杭 却 射 。 丙 个 完全 一 样 的 粒子 及 和 构 或 的 体 条 的 刀 术 簿 点 量 《 粗 污 于 潜心 


三 
王 


Dang = Bw, To rains 


式 中 ，#x 是 丙 个 烷 子 之 问 的 和 委 让 的 分 昌 。 我 们 将 上 式 代入 二 射 弄 座 的 公式 {二 
Toy D8 内。 于 时 间 的 第 一 ,和 党 二 , 第 三 阶 导 数 可 以 用 粒子 的 相对 误 度 na 表 
示 如 下 ; 
过 m 一 刘 m ji 一 下 苏 w 一 一 一 人 一 
2 ya ”了 


caver dr 

Ea * 
式 中 ,br 二 V+*Pjr 是 速度 的 基 重 (第 二 个 等 式 是 下 闪 的 基 动 方程 ,种 三 个 可 由 微分 第 二 
全 得 之 )。 计 算得 出 下 面 的 强度 的 琢 去 式 : 

I= 十 65 1 Cust1iv 3 
一 5 > 
《aa 一 27 十 2 和 bb 和 vr 与 7 的 关系 是 
vo =v er. 
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我 们 用 对 + 的 积 分 代替 对 时 而 的 积分 ,如 生 89- 二 中 的 六 是 8 一 样 ,序号 
妇 [ 


在 对 于 # :各 * 的 电 积 分 巾 .我 抽 首 先 对 站 积分 ,然后 再 对 7? 积分 。 租 过 计生 , 烙 果 我 们 
得 利 : 


$ 9-6. 在 近 处 的 辐射 场 
偶 极 辐 壬 的 各 公式 是 我 们 对 于 与 电 射 体系 相距 其 远 之 处 的 场 
求 的 ,所 谢 项 远 之 处 ,如 到 粳 射 体系 的 距离 比 波长 〈 特 别 是 比 轰 身 
体 攻 的 重度 》 大 很 多 。 在 这 一 节 中 我 们 仍 假设 波 乓 比 体系 的 入 度 
大 很 多 ， 可 是 我 们 现 癸 完 的 场 到 体系 的 距离 却 是 虽 比 体系 的 线 度 
大 ,但 与 波 其 同 数量 级 。 
矢 热 的 公式 [9-18) 
A=-L 人 有 (9-62) 


仍然 有 效 ,因为 在 求 这 个 公式 的 上 时候 ， 我 们 只 应 用 了 二 比 辐 身体 
系 本 如 度 大 很 多 这 个 事实 。 然 而 现在 巴 使 在 小 区 域内 塌 也 不 能 当 
作 从 看 波 。 因 此 ， 上 电 声 和 磁 葛 的 公式 (9-19) 和 C9-20) 已 灰 不 能 应 
用 了 ,为 了 求 出 它们 ,就 必须 先 求 起 和 9。 

利用 加 在 两 个 势 上 的 一 般 条 件 (8-3) 


我 们 可 以 家 搂 从 矢量 势 的 表示 式 求 出 标 势 的 公式 。 将 (9-62) 代 
大 ,大 对 时 间 积 分 ,我们 恒 得 到 


| 
9 一 一 di 和 ， (C983) 


积分 常数 (是 举 标 的 任意 而 束 ) 化 这 里 被 回去 六， 因为 我 们 只 对 于 
势 的 变数 部 分 感 兴 趣 。 我 们 礼 得 ， 企 公 趟 (9-68) 以 及 公式 C9-62》 
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中 , 6 的 仁 必 须 是 在 ?= 纪 豚 间 的 值 @。 
现在 已 悉 不 难 谭 算 电 场 和 磁场 了 。 从 联系 马 卫 和 势 的 寻 当 
公式 ,我 们 得 到 
1 ,4d 
H: rot 喜 ， C9-64) 
1d 
| 02 RB 
注意 到 器 [ 与 任何 从 标 和 时 间 的 醒 数 中 f(t 一 健一 样 丧 忌 
这 基 用 入 程 1 aa 1a 
友和 (人 (和 


E 的 表示 式 可 以 改写 成 另 一. 带 式 。 用 邵 知 的 矢量 分 析 中 的 公式 
TOt rot 一 grad div a—AR, 
我 们 便 可 求 得 Erot rot F. (9-66) 
用 上 面 求 香 的 灰 果 可 以 决定 在 距离 与 波长 同 数 量 艳 之 处 的 
”、 场 ， 在 所 有 这 些 公式 中 ,不 允许 将 总 从 职 分 郧 内 可 到 积分 号 外 ， 
因为 包含 元 y 的 与 包含 充 的 项 之 比 正好 与 波长 向 Ro 之 比 同 数 量 
Eo 
最 后 ,我们 来 水 场 的 传 里 叶 分 量 的 公式 。 为 了 求 了 ,我们 用 
H 和 dd 的 跟 色 分 量 于 .eo! 和 de- w! 分册 代替 (9-64) 式 的 百 和 
d, 然而 到 们 必须 中 着 ,在 方程 (6-62) 到 C9-66) 中 的 右边 的 各 量 
都 是 指 到 =t 一 人 瞬间 的 估 。 头 此 我 俏 必 须 用 


加 
一 fs | 一 : ") 一 i 十 广博 
de ( /= Qe 


Egraddiv dd. (9-85) 
Bo 


有 时 我 悦 引 入 所 诊 悉 冀 基 有 明 , 其 定 交 为 
1 _ a 
5 Rat 小 


话 时 ， = 一 了 名 P=diy 
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代替 d。 代入 后 ,得 除 以 eof 我 们 便 得 到 
.一 一 访 rot( a 人 ) 


i Rs 

或 了 一 让 dx ve. (9-67) 
[H 

同样 ,从 tc9-65) 可 得 到 

?下 吏 ， 
FE, kde 十 (duev)v RE 、 (9-68) 
ES 题 
求 近 处 的 西村 否 对 和 灵 偶 杭 达 射 。 


外 : 为 稍 复 起居, 假 衣 骨 极 畏 射 总 是 簿 存在 的 ， 于 是 我 但 有 ! 纪 较 $9- 攻 中 所 进行 
的 对 算 > 


i dV 1 工 We 
= 二 站 -Re 


《 撤 腿 PP 的 大 展开 ; R= 二 Ro 一 耻 。 与 在 #9-3 中 所 作 的 不 局 , 4/ 并, 现在 不 能 从 积分 县 
内 提 到 积分 续 外 。 我 俏 将 微分 号 涝 间 积 分 号 儿 , 将 公式 改 胆 张 贡 上 怕 号 表示 


1 3 DET 
并 4 二 一 一 一 .. A 
4 ¢ BE 六 dF. 


‘下 十 突 循 民 o 的 分 量 )。 将 积分 变 为 对 电 桨 六 和 ,我 个 求 得 


1 (eveiy 
A 
f BEY Ro ” 


帮 上 与 8 全 省 申 辐 样 的 方 注 ， 将 和 吐 趟 条 为 网 李 前 分 和 事 极 部 分 。 相 应 的 标 拓 可 由 矢 执 计 
算出 来 ,如 在 $9-6 中 所 作 的 一 样 。 业 果 ,对 于 四 框 辐射 ,我 侧 答 到 
一 2 
Be 8 Ba’ 如 间 HE 
尘 隆 猴 山 柱 申 射 ,我 们 得 到 


人 


是 一 TO ER =D, 


《 研 有 在 右 动 的 量 ,如 平滑 一 样 ,都 是 取 Ft Boie 瞬 同 的 值 》。 
对 27. 快速 运动 电荷 的 辐射 


现在 我 们 来 研究 一 个 带电 粒子 ， 这 个 粒子 运动 的 速度 向 光 速 
比 鼓 超 来 并 不 算 小 -在 求 $9-2 中 的 各 公式 时 ,我 们 假设 了 4<&e, 央 
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而 这 些 公式 不 能 度 搂 应 用 到 日 前 所 考虑 的 情形 。 但 是 ,. 我们 可 以 
把 粒 了 了 克 在 它 在 -和 输 定 瞬间 为 磷 引 的 那个 参考 系 芋 中 去 研究 。 在 
这 个 参考 系统 中 ,所 提 到 的 这 些 公 式 当然 是 有 数 的 (应 蕊 注意 这 个 
事实 , 即 这 样 的 做 法 只 有 在 一 个 运动 粒子 的 情况 下 才 有 可 能 ; 对 于 
包 合 许多 粒子 的 体系 ,显然 不 存在 所 有 的 粒子 回 时 是 诅 止 的 参考 
系统 2。 

因此 ,在 所 指 的 参考 系 蒜 中 ， 这 个 粒子 在 时 销 吓 内 辐射 出 去 
的 能 量 是 


dB = at (9-49) 


[按照 公式 (9-23 习 , 式 中 的 wo 旦 粒子 在 这 个 系 炉 内 的 加 玉 度 。 我 
闪现 在 将 这 个 式 子 收 写 为 四 度 形式 ， 这 种 形式 可 以 应 用 到 任何 参 
关系 统 中 。 为 此 ,我 们 要 注意 we 一 ce8， 式 中 的 wm 是 粮 子 在 任意 
参考 系统 中 的 四 度 加 速度 ( 见 8 1-7 中 的 如 是 1)。 此 外 ,我 们 现在 
用 " 幅 射 四 度 冲 量 ”人 dP; 代替 辐射 能 d&， 因 为 能 基 { 乘 以 过) 是 
四 度 动 最 的 时 间 分 量 ; 根据 人 似 的 理由 ， 我 们 必须 用 学 ' 来 代 鹤 
必 。 困 此 ,我 们 求 得 


_ = (人 Sel dw 全 _ 
aPi= ds dy := 后 (全 Wi te, {9-70) 


式 中 ， 4 是 粒子 的 四 度 带 度 。 不 难 证 朋 , 在 粒子 在 其 由 是 静止 的 大 
考 系 统 中 ， 这 个 方程 的 时 间 分 量 实际 上 烙 册 (9-693; 而 罕 间 分 量 ， 
对 于 和 召 位 时 则 内 的 辆 射 神 量 , 输出 一 0( 当 v=0 时 ,ws 的 空间 
分 量 也 是 雪 )。 将 申 射 冲 世 定义 为 冲 量 的 通 量 密度 在 包 关 粒 丁 的 
曲面 上 的 积分 ,就 可 以 可 接 得 出 上 面 的 辐 果 ; 在 z=0 的 邢 个 参考 
了 系 统 中 ， 辐射 为 $9-3 中 的 公式 所 决定 ,而 沿 向 两 个 相 及 方向 带 走 
的 冲 量 的 大 小 相等 ,方向 相应 ; 因此 这 个 积分 为 需 。 

一 个 粒子 飞 过 电磁 场 的 期 问 的 总 辐射 等 于 表示 式 (9-70) 的 积 
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分 ,好 , 
AP; -和 ( 息 ) ri 


利用 运动 方程 (3-52) 
用 二 而 颖 最 表示 四 诡计 和， 我 们 可 将 上 式 政和 为 另 - 玫 
式 。 这 时 ,我 们 得 到 , 

AP 一 各 2 sx § Pur Yd (9-71) 
这 个 方程 的 时 间 分 量 是 总 幅 射 能 量 A8。 丰 表示 为 三 度量 的 式 子 
来 代替 所 有 的 四 度量 ,我 们 便 得 到 


to ， 和 
Ey 


AB = 912) 
lm 
间 样 ,对 于 总 辐射 重量 ,我 们 有 
于 上 
， E+.iVxHl 1(E.VY 
AP 一 22” 人 下 一 Vd (9-73) 
Bn20° _ 
全 有 


一 吧 


从 会 式 (9-727 可 以 看 出 ,对 于 与 光志 相近 的 速度 ,在 畦 他 时 则 
内 所 辑 射 出 的 总 .能量 基本 上 与 (1-- 中 】 成 比例 , 即 与 运动 巷子 的 
能 成 笠 方 成 比例 . 哈 一 的 出 欠 是 在 电场 风潮 阁 忆 的 方向 的 运动 .在 
这 种 情形 下 ， 分 母 里 的 因子 (1 一 号 } 与 分 子 里 的 同 拉 的 网 子 相 滑 ， 
因而 辐射 与 粒子 的 能 量 无 关 。 

最 后 ， 还 在 快速 运动 电荷 所 产生 的 罩 射 的 角 分 布 入 着 。 为 了 
解决 这 个 问题 ,利用 李 轴 特 - 魏 西 尔 锋 的 场 公式 (8-207 和 (s-31) 丰 
比较 方便 的 。 在 远 处 , 我 们 只 保留 元 的 鼓 低 阶 的 项 (公式 18~20》 
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中 的 第 二 项 ) 中 用 在 辆 射 方向 的 单位 矢量 CBR 一 nR), 我 们 就 有 
电荷 所 村 立 的 场 的 公式 


， nx{(m 一 二 )xW] 
了 一- Cy ; H=nxE, (9-74) 


等 式 右边 的 一 切 量 痢 取 准 迟 的 肇 间 1=! 一 子 的 值 (WW= 六 是 往 
子 的 加 速度 》。 
巾 放 到 立体 角 do 内 的 强度 


dl NBR? do. 
条 


展开 本 ,我们 便 得 到 


A712 | 


+ 2 1 
447 人 (i) (= 2) 
他 ， 已 


0 (9-75) 


假如 想 要 定 出 在 电 珍 运动 的 全 部 时 间 内 总 焉 射 的 角 分 布 ， 那 
么 我 们 必须 将 强度 对 时间 积分 。 这 寺 必须 记 着 ,被 积分 的 式 子 
是 了 的 医 数 ; 因此 我 们 必须 号 


at 1 Vn ， 本 
Ar 三 = )e (89-76 


( 见 8-18), 然 后 再 查 接 对 积分。 这 样 一 米 ， 我 们 就 得 到 立体 衣 
元 品 内 的 总 旺 射 的 表示 式 


2E8 第 九 章 晶 洪 波 的 辐射 


2 [ze ‘Nn WY CV W) WwW: 
一 人 
dgn fe | - ny Q- -了 ) 
1 nw 
(我 们 略 去 了 积分 变量 上 的 一 搬 )。 
妇 ”是 


. 一 个 由 疹 ez 以 与 光速 同 数 重 缮 的 违 亩 从 康 俞 场 ( 声 的 位 为 对.F¥ 二 2881/7) 中 飞 过 , 求 
其 总 辐射 。 
和 解 ， 当 壮 过 措 时 , 电 英 几 笠 不 偏 畦 ,因此 在 C9-79) 式 中 ,我 个 呆 以 将 下 当 作 膏 数 ， 
所 及 


tsP _ gE 
有 二- 洁 - 二 


， T=ut, Y=p 
Cot + wats) 


《 见 $ 9-4 中 的 习题 4)。 将 (9-7271 对 时 间 积 分 , 精 果 我 倍 租 到 总 辐 竺 


TE 他 时 
4 有 = 和 mi 
工 一 -可 


$9-8, 匀 速 剧 周 运动 电 蓓 的 幅 射 
我 们 缮 缕 地 来 研究 一 个 以 任意 速度 在 均匀 恒定 磁场 内 党国 周 
运动 的 电荷 的 辐射 。 专 道 的 咎 径 + 和 运动 的 循环 频率 we 可 通过 
磁场 强度 瑟 及 粒子 速度 5 来 表示 , 具 公 式 ( 兄 $3-7) 为 


HC 由 eH sl v2 


一 - om 一 一 二 一 -站 1 一 、，- {0-78) 
”i c 
yi 


向着 所 有 方向 的 总 辆 里 强度 可 以 直接 从 C9-72) 求 得 ， 不 过 必 
须 使 E=0, HDY: 


8 4- 与 违 天 周二 动 电 区 六 瑟 射 8 


Beih2g? 
= 《9-79) 


我 们 看 出 ,总 强度 与 粒子 的 冲 量 平方 成 比例 。 

限 如 我 们 对 朝 射 的 角 分 布 有 兴趣 ， 孝 么 ， 我 们 必须 应 用 公式 
(9-77)， 在 一 个 运动 周期 内 平均 的 强度 是 一 个 有 趣 的 直 。。 为 此 ， 
我 们 将 (9-77) 式 在 粒 了 作 图 周 运动 的 周期 内 积分 ， 所 得 辕 果 再 用 
周期 中 = 2 除 之 。 

我 们 选择 坝 道 平面 作为 XY 平面 (原点 在 圆心 )， 而 使 了 2 不 
面 经 过 辑 射 方向 n。 磁场 沿 着 3 轴 . 此 外 ,以 8 天 且 射 方向 于 和 也 
得 的 夹 朋 Cn 的 概 角 》， 而 ps= zt 表 粒 子 的 关公 入 策 的 夹 角 , 屠 
么 ,与 粒子 术 度 和 的 夹 角 余 纺 等 于 eos Cn, Y)=sin 8 coup ( 关 
量 Y 在 XY 平面 内 ,上 前 凡 在 每 一 瞬间 都 委 直 于 粒子 的 矢 径 )。 按 运 
动 广 程 [ 昆 (3-33 站 

v=- 


tte 
我 们 用 场 世 和 粒子 速度 Y 来 表示 加 这 度 V。 经 过 简单 井 算 后 ,我 
们 得 到 


一 -5 
1—-zLY x H1, 


[3 
: 


2 (1 ) oom 0+(2 sn fF G03 °) 
Ho erH2v2 (1 所) 02 了 


2 i _. tp 
B12 me" (1 sin f cog ») 
. 《9-80) 
Pp 一 of 的 积分 )。 积分 过 程 虽 然 复 杂 一 
是 是 制 半 的 。 精 朱 得 到 下 面 人 
Et 2 1 站 
如 7 -= do ( | 


岛 和 32e5 


3 + gin 0 


Be 
[i - sins9) 人 
1 pe2 
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(1 一 2) 十 V7 Sin? 9) gin2# 
9 大 
一 - . (9-81) 


2 了 
| 1 一 2 ins 0 
Cc 


9 一 0 (与 轨道 平面 垂直 ) 时 的 总 射 强度 与 9 人 在 赂 道 不 而 
内 ) 时 的 咎 射 强度 之 比 等 于 


ET 全 
(®): + 


加 
- 当 er->0 时 ,这 个 比值 趋 近 于 3 ， 但 对 于 与 光速 搂 近 的 可 
度 ， 它 就 变 为 很 大 了 。 换 急 医 民 ， 对 于 商 速 运动 ， 蝙 射 主 要 集中 
在 轨道 平 阿 附近 。 从 1 一 号 sinz0~ 1 一 号 这 个 条 件 ， 很 容易 求 出 
包含 幅 射 之 主要 部 分 的 外 区 阅 的 “地 度 ”49， 具 须 注意 到 9 一 


一 字 土 A din B=1— 


A 1—-;, (9~82) 

下 面 ,我 们 来 研 完 辐 英 的 光 视 分布。 锯 然 电 背 的 运动 是 周期 

性 的 【周期 了 = 2 2 下)， 敢 么 开题 综 在 并 开 为 信里 叶 航 数 。 

从 矢 势 出 发 米 计 算是 便利 的 。 对 十 失势 的 传 里 叶 分 好 ， 我 们 有 公 
式 ( 见 8 9-1) 


IE _ 3 
= er ont —ispYy 了 
Citp + 


式 中 是 灌 着 粒子 的 开道 (图 周 》 进 行 积分 。 对 于 粒子 的 坐标 ， 
我 们 有 “=? eos ob yg 一 7 sin wot。 我 们 选择 和 角 C8 = 二 wot) 作为 
积分 变数 。 注 意 到 d= 一 rsin pay,， 而 Ke 了 = kr sin 8 sin 多 一 
一 sin 0sin g(9 是 直射 方向 和 世博 所 夹 之 角 ; 一 人 + 型 )， 我 
们 便 得 到 拓 的 “分 量 的 侠 里 叶 分 兰 : 


各 
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By 


- , ， 一 si » 
4 一 一 电信 5 这 召 a er( 四 5 号 im rin 9】 sin wg. 
S70 


0 
在 9-4 中 ,我们 已 经 过 到 过 这 样 的 积分 。 它 可 以 用 只 塞 十 画 数 
的 导数 来 专 示 : 


有 一 一 It (人 Siny 0). {9-83) 
4 可 用 加 和 样 的 方法 补 算 : 

Am = Fn ge A sin 0). (9-84) 
滞 2 韩 的 分 量 显 然 总 是 为 涛 。 


按 SI 的 各 公式 ， 对 村 频 事 为 =zwoo 并 在 立体 和 月 元 加 内 

的 辐射 强度 ;我 们 有 
T= 3 |H, {2R? do= a Ik x AnlsR2 do, 
注意 到 
1A x kK|?= AsSk? | Av? 0032 O, 

埋 将 C9-88) 和 (9-84) 代 人 ， 我 们 俺 得 到 下 击 的 赵 射 强度 公式 《 浪 
特 , 1912 年 ); 

dl = ( 1 ) et 072(- gin 9)+ 


一 
二 sin 中 | 《9-85] 
为 了 求 频率 为 名 nw4 的 罩 射 沿 一 切 方 向 的 总 强度 ， 这 个 式 子 必 
须 对 爹 部 角 积 分 。 然 而 这 个 积分 不 能 以 有 限 形式 进行 。 作 一 系 
列 利用 具 塞 耳 效 数理 论 中 其 些 关 系 的 变换 ， 所 要 求 的 积分 可 以 写 
成 下 夯 的 形式 : 
ae 1 -号 上 Ny2 DRy 


T= 


-mw (9 Tan( Qné) dE | C9-86) 


0 
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现在 我 们 更加 玉 炎 地 研究 当 粒 子 运动 述 度 接近 光 巡 时 的 王 身 
的 沈 谤 分 布 《 周 慈 莫 状 奇 及 波 帮 南 学 克 ，1945)。 上 后 可 以 知道 ， 
作 这 种 情形 证 的 幅 射 中 起 主要 任用 的 是 具有 大 的 频率 。 由 于 这 
个 原因 ,我 们 求 求 圣 于 大 ( 艺 很 接近 证 一) 的 具 塞 耳 艾 数 的 计 近 
式 。 特 只 赛 征 画 数 写成 积分 形式 


ts 
J 2nf) = 3 4 et tin ap, 


一 可 


我 们 注意 ,在 所 戎 虑 的 情形 下 ,在 积分 内 积分 变 暴 的 小 值 赵 主 要 
作 开 KE 因为 当 @ 很 大 采 ， 被 积分 落 数 古 找 动 很 快 的 册 数 )， 按照 这 
个 道 坦 , 我 代 将 被 积分 两 数 的 指数 展 为 中 的 竺 级 煞 : 


+o 


te) fe or ap 


— oo 


‘积分 而 以 伸延 到 从 一 w 到 十 oo 的 整个 范围 路 程 , 因 为 积分 收 区 
得 很 快 ; 三 交 项 应 当 你 穿 , 因 为 在 我 们 感 兴 趣 的 情形 里 ，(1 一 6) 是 
小 的 ,因而 一 次 效 是 小 的 加 但 症 ， 我 们 拟 求 出 的 畏 果 可 以 直接 化 
为 妇 礼 页 数 5 抽 第 179 页 中 的 脚注 )。 因 此 我 们 得 到 具 赛 耳 责 数 的 
渐 近 式 如 下 : 


J on ne Ye 地 二 ?| >- | C0~87) 


将 (9-87) 代 入 C9-86)， 我 们 便 得 到 对 二 大 的 *% 的 幅 射 的 光 讲 
分 右 公式 
20s8 (1 nt | oe . 
Pr BC) dn), (9-88) 


T= 


V0 


攻 代入 后 ,上限 9 时 亚 为 二 【因为 冯 是 根 大 的 》 而 下 限 2 (1 各 )I0 训 为 
1 一 a?/eg( 因 为 e 宕 oj)。 直 外 ,在 化 揪 导 前 的 采 数 中 的 已经 用 e 代 玲 了 。 


$ 9-8 匀速 加 周 运动 电信 的 富 射 一 四 


当 or>0 时, 兹 括 屿 内 的 画 数 欧 近 村 常数 酸 汝 于 (0) 二 一 0.4587…。 
因此 ， 当 ua< 委 1 时 ,我 位 有 


=0. 9 (1 入 sn<e(1 一气 ) 《9-89] 
就 是 说 ;第 * 次 谐 波 的 强度 与 * 成 已 例 。 当 tt>1 时， 我 们 可 以 
用 区 礼 出 数 的 浙 近 式 ( 见 第 179 页 中 的 脚注 ) 从 而 得 到 


. 5 
et | ] 一 2 和 
了 一- 0 {[_ 2 (二 2) } 


一 一 一 所 
Pi 


">{ 1 一 ， (9-90) 
就 是 就 ， 当 % 很 大 时 ,温度 控 指 数 规律 下 降 。 因此， 光 矿 在 nm 
~( 1 一旦) 时 有 概 大 值 ,而 术 身 的 下 要 名 分 是 集中 在 频 素 


or~od1- 邱 ) = 和 (1 一 所 ) (9-91) 
的 区 间 内 。 瞪 然 吓 的 这 些 值 是 很 大 的 ,而 相 邻 的 疾 率 的 亚 离 是 on 
《 它 是 比较 小 的 ,那么 我 们 可 以 议 光 谱 有 ' 似 连 秆 “的 性 侦 , 它 由 很 
多 相距 很 过 的 华科 所 租 成 。 


如 题 


1 一 个 笛 千 以 未 与 光志 接 近 的 速度 在 图 闲 上 运动 ， 求 了 大 的 斐 射 之 光 弹 分 布 的 
汤 近 作 式 - 
明 ; 利用 第 222 所 .三 的 脚注 内 所 介 井 的 有 具 塞 征 画 数 测 和 近 式 ,我 隔 从 49-282 求 得 


于 六 
4 _ I a .9 
i ” (\! 2 1 , 
QV masos -a 
1 +¥1 ps 
用 
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假如 mr1 一 ssyey2SoT, 区 个 公式 是 可 以 应 用 的 ; 假如， 此 外 ,1 一 /ca 记 祖 小 ,那么 ， 
所 得 的 公式 化 为 (9-907。 
2。-- 人 粒 下 在 均匀 卉 定 磁 态 内 作 回 周 远 动 , 求 能 量 随 时 间 王 化 的 规律 ， 求 霄 盐 的 


辐射 损 尖 。 
期 : 按照 (9-79), 对 于 在 单位 时 间 内 的 能 量 损失 , 我 们 有 
三 是 _2etHs 
dt Bt Bmrote 一 mo) 


( 儿 是 粮 子 的 能 量 )。 由 此 可 得 
arcth mareth Fo 中 中。 和 
te 


mos Srmics 


式 中 ,看 s 是 粒子 在 起 回 时 刻 避 = 们 的 能 最 。 当 tm 时 ,能 县 研 作 而 渐 提 地 扑 王 对 材 腿 
哩 二 me 对 烤 乎 定 双 停止 。 
$9-9. 幅 射 阻尼 
在 8- 中 已 经 指出 , 电 珍 体系 的 场 的 势 展 为 二 的 竹 级 数 ， 


在 二 炎 近 似 中 ， 导 出 完 侈 确定 (在 二 家 近似 中 ) 电 豆 运 动 的 拉 和 客户 
日 商 数 。 现 在 我 们 将 场 展开 到 殉 高 次 的 项 。 卉 研究 这 些 项 所 起 的 


影响 。 
在 标 势 p= | lp 
的 展开 式 中 的 十 的 三 次 方 的 项 是 
po 一 二 BP ap. {9-92) 


《为 简 赣 超 见 ， 此 处 我 们 波 有 写 出 展开 式 的 第 一 项 ,网 和 8-4)。 按 
丙 求 48-33) 时 的 同样 理由 ,在 展开 和 撩 热 时 ,我 但 只 倘 取 1/e 的 二 次 
方 的 质 , 束 是 

GD- 二 到 人 ja， C9-98) 


我 们 将 这 些 势 作 下 列 变 换 ， 


:mn 19f 1 
的 -= 的 二 入 A Ateradf, 


9-9 焉 射 阴 有 4 
大 这 样 求 选择 亢 数 /, 使 标 执 9 中 为 需 。 为 此 ,显然 必 脆 有 
f= 一 Be 知 1 ?7， 


这 时 ， 新 的 失势 等 于 


I 
+ 
A 识 


(jar— 工 时 (Rpdar = 
ft Bez At3 YY P 


将 积分 变 为 对 各 电荷 的 求 和 ， 由 右边 第 一 项 变 为 ey. 
在 右边 第 二 项 中 ,我 们 写 出 R86 一 ?, 此 处 的 Re 和 了 的 意义 和 平 
常 -一样 ( 渴 当 9-1D); 这 时 让 = 一 2= 一 V, 而 第 二 项 则 取 和 eV 的 
形式 。 因 此 ， 


0 
ot 


A -eV (9-94) 
与 这 个 热 相应 的 磁场 为 零 (CH= 1ot 中 "w=0)， 央 为 A 震 不 
显 含 坐标 。 电 场 E= 一 二 各 于 


多 EE 
E= ;0, (9-95) 


式 中 届 是 电荷 体系 的 偶 极 汗 。 

因此 ， 更 展开 式 的 三 次 方 的 各 项 导致 作用 于 电 上 背 上 的 某 些 附 
加 力 ; 在 拉 格 朗 日 内 数 (8-36) 中 是 不 包含 这 些 力 的 ; 这 些 力 和 电信 
可 速度 的 时 间 导 数 有 关 。 

让 我 们 考虑 一 -个 作 稳 定 运动 二 的 电 靖 体系 ,并 旦 计算 场 (9-95) 
在 单位 了 时间 内 所 作 之 邬 的 下 均值 。 作 用 于 每 个 电荷 上 的 为 是 
f= eE, 就 是 


f= Sd. (9-96) 


c3 


名 更 准确 地 计 , 是 牙 样 一 种 运动 , 在 略 小 使 运动 带 活 碾 慢 的 辐射 的 情况 下 , 它 是 
稳定 的 。 


4 第 施 章 电磁 茂 的 直射 


这 个 力 在 电位 时 间 内 所 作 的 功 是 frV， 所 以 住所 有 电 融 上 所 作 的 
总 功 就 等 于 对 所 有 电 衔 的 登 可 ; 


EV 本。 EeV= sd 在 一 - Ca 0 -dD). 
在 对 时 期 求 平 沟 秆 时 ,第 一 项 等 于 零 , 因 此 切 的 平均 值 等 于 
?Y= -ed (9-97) 


但 是 ,右边 的 式 子 , 如 将 符号 例 过 来 ， 怡 怡 是 这 个 电 菏 体系 在 中 位 
时 间 内 辐射 出 去 的 平均 能 | 尾 (9-23) 1。 央 此 ， 在 三 圾 近似 中 出 现 
的 力 C9-96) 摘 写 辐 射 汉 电 蓓 的 及 人 作用。 这 些 力 称 为 己 射 阻尼 ,或 
称 为 浴 答 兹 峙 擦 力 , 

与 辑 射 的 电荷 体系 能 量 损失 的 同时 ， 也 出 更 了 冲 量 矩 的 一 些 
损失 。 音 人 时 间 肉 角 冲 量 矩 的 成 少 ，gHAG 利用 阻尼 力 的 家 示 式 
很 容易 求 出 。 取 神 量 矩 理 王 3PxB 对 时 间 的 导数 , 则 得 而 = EPx 杞 
因为 Erxp=%m (VxV)=0， 用 作用 于 粒子 上 的 肉 掠 力 《9-95 ) 
来 代替 粒子 神 革 的 时 则 导数 ,我 们 得 到 

项 = Erxf= Yerxd= 和 xi 


我 们 所 感 兴趣 的 是 稳定 运动 冲 量 扩 损 失 的 时 间 伞 均值， 正如 以 前 
我 们 威 兴趣 的 是 能 量 损失 的 时 间 站 均值 一 样 。 写 出 

dxd~ g(a xdy—dxd 
而 县 注 意 到 在 求 平均 值 时 ,对 时 间 的 导数 《第 一 项 ?为 雳 , 黄 最 后 我 
们 求 得 幅 射 体系 的 神 苗 知 的 平 刚 报 失 如 下 : 


a 机 
二 = -ed x. (9-98) 

趾 独 的 一 个 电 窜 在 和 外场 中 运动 时 出 发 牛 柚 射 阻尼 。 它 竺 十 
P 二 22 站. (9-99》 


B03 


和 9 号 辐射 基尼 gd7 


对 于 四 狐 的 一 个 电 偶 ,我 们 总 可 以 选择 这 样 一 个 参考 系 顷 ,在 
其 中 这 个 电荷 在 给 定 崇 间 静 正在 坐标 的 京 点 。 假 如 在 这 个 参考 系 
统 中 我 们 计算 出 电 融 所 建 沁 的 场 的 展开 式 中 的 高 次 项 ， 赣 么 就 会 
发 地 这 些 高 次 项 有 下 述 特 性 .。 当 从 电荷 到 观察 点 的 矢 答 赵 近 十 之 
上 肝 ,这 些 项 是 矢 径 方向 的 丽 数 ,对 所 有 方向 求 科 均值 时 变 为 需 。 换 
名 疾 规 , 当 我 们 这 样 求 平 光 和 值 时 , 志 荷 “自己 对 直 己 2“ 的 作用 万 的 展 
江 式 的 高 区 项 变 为 蹇 。 因 此 存 赴 独 一 个 电 稚 的 情形 里 ,公式 (9-991) 
在 某 种 意义 上-， 是 在 电荷 在 其 中 是 静止 的 参 者 系统 中 的 坦 射 反 作 
用 的 洪 硝 公式 。 . 

然而 我 们 必 朋 如 着 ， 利 用 阻尼 力 来 情 写 电荷 日 已 对 自己 ?的 
作用 ， - 艇 语 米 是 不 能 信人 人 潢 意 的 ;而且 包 从 着 巴 岳 .， 在 没有 外 场 
存在 时 , 侈 有 为 (9-99) 作 用 于 电 存 上 ,电表 前 运动 方程 为 


。 p33 
mV oe 
3c3 


这 个 方程 ， 除了 卡 儿 解 9 一 常数 外 ， 还 有 另外 一 个 解 ， 伦 这 个 解 


cs 
目 注 与 e ae 减 比 例 ; 即 随时 间 庆 限制 地 增加 、 这 就 意味 着 , 例 
如 ,一 个 电 售 在 经 过 企 何 场 半 从 恋 场 透 出 时 ,应 该 匹 限制 地 “自我 
加 速 -， 这 种 综 屡 的 粘 果 表明 了 会 忒 (9-997) 的 应 用 的 局 限 作 。 

我 们 可 以 捞 出 这 个 问题 , 眶 然 电 动力 学 满足 能 让 守恒 定律 ,如 
何 龙 够 导 册 这 样 荡 起 的 精 论 ， 邵 -… 个 自由 电荷 无 限 笛 地 培 贺 安 芍 
能 茬 呢 ， 实 际 土 这 个 困难 的 根 估 在 前 面 (8 5-2) 所 提 害 的 关于 基 
本 粒子 有 无 跨 大 的 电磁 "国有 质量 ”之 内 。 当 我 们 在 运动 方程 内 污 
出 电 民 的 实 量 为 有 限时 ， 我 们 在 实 里 上 已 色 形 式 地 和 精 电 栓 以 负 无 
限 类 的 ,而 六 是非 电 代 根 源 移 “ 泗 有 质量 ?这 个 质 星 同 岂 袜 食量 糊 
合 在 一 起 , 租 成 为 粒子 的 有 有 限 里 量 。 但 是 ,内 汶 从 一 个 无 限 大 三 去 
为 一 个 尤 限 大 不 是 一 个 完全 丰 确 的 数 党 运算 ， 这 肛 导 致 一 系列 的 
额外 内 难 , 上 面 所 扼 的 屿 是 这 些 国难 乙 .…。 


348 . 第 九 章 出 磷 污 的 晤 射 _ 
在 一 个 电 匣 在 其 中 速度 其 小 的 坐 概 系 装 中 ， 翰 射 阻 尼 也 包谷 
在 内 的 运动 方程 有 如 下 的 形式 : 
my=oBt+ VxH+3SY. (9-100) 


按照 前 画 的 讨论 ， 这 个 方程 只 能 应 用 到 阻尼 力 比 和 外场 作用 十 电 吾 
上 的 力 小 很 多 的 范围 内 . 

为 了 明 执 这 个 条 件 的 物理 意义 ， 我 们 作 如 下 寻 葵 。 电 衍 在 给 
定 瞬 间 是 辣 比 的 履 个 参考 条 纺 中 ,速度 对 时 间 的 二 次 导数 , 当 略 去 
隐 尼 力 了 时 ,等 于 


Y= B+ < VxH. 
Hs 


He 


在 第 二 项 中 我 们 将 六 一 ”代入 《准确 到 同样 的 程度 ), 则 得 到 


六 一 站 十 ExH,. 
i me 
与 此 相 庶 ,阻尼 力 包 合 两 项 : 
f_ es | 。 et 本 
nc BE +a ExH. C9-101) 


假如 总 是 运动 的 频率 ,那么 过 就 与 wE 成 比例 ， 因 此 ， 第 一 项 与 
3 和 4 
3E 同 数量 般 , 第 二 项 与 -5-5 再 同 数量 般 。 由 此 可 见 , 从 阻尼 力 


比 外 场 加 在 电荷 上 的 为 四 小 很 多 的 条 件 ,首先 得 到 


已 名 
ma 1, 


或 者 ,引入 波 受 refo， 
sp 2 


因此 ， 硝 射 阻尼 的 公式 (9-99) 公 充当 落 在 电荷 上 的 轻 射 的 波 
长 比 电荷 的 “ 牢 径 2 轻 /mes 大 很 多 时 方 能 应 站。 我 间 及 一 次 看 到 ， 
与 e3/me? 同 数 基 禾 的 距离 是 所 动 力学 导致 内 在 邓 拥 的 界限 ( 见 
5-2 节 》 . 


(9-102) 


§ 99 壳 慰 阻 也 244 


其 次 , 将 阻尼 旋 的 第 二 项 与 力 蛆 相 比 较 ， 我 倘 使 每 到 下 血 的 
条 什 : 


0 


Hs. 


因此 , 场 本 身 也 必须 不 太 大 。 与 wz/ 司 量 级 的 马 也 是 经 典 电动 
力学 导致 内 在 矛盾 的 界限 。 这 里 我 们 还 必须 训 着 ,实际 上 ,因为 量 
子 效应 ,电动 力学 对 于 转 别 小 的 场 也 不 适用 Ge。 

我 们 现在 来 求 幅 射 胆 尼 在 相对 论 中 的 表示 式 《 对 于 一 个 外 独 
的 电 葵 ), 这 个 表示 式 子 也 适用 于 速度 与 光速 相近 的 运动 。 这 个 力 
现在 是 四 度 矢 呈 fi，f: 应 当 加 在 电 交 的 运动 方程 内 ， 这 个 运动 广 
程 写 为 四 度 形式 是 


(9-103) 


eo = = Pit fi. (9-104) 
为 了 求 出 天 , 我们 注意 到 当 v9<&c 时 ， 它 的 三 个 宏 间 分 量 应 当 


为 矢量 ffceC9-99) 的 分 量 。 氏 容易 看 出 , 炙 基 2 人 如 有 这 个 特 


性 。 但 症 它 不 满足 对 任意 四 度 力 的 分 基 都 成 立 的 恒等式 fu: =0。 
为 了 满足 这 个 条 件 ， 我 们 必须 加 某 一 个 辅助 四 虎 矢 量 于 上 面 的 式 
子 ， 这 个 辖 助 四 度 欠 车 由 四 度 这 度 w; 及 其 导数 组 成 。 这 个 矢 基 
的 三 个 空间 分 量 在 Y=0 的 极限 情形 下 变 为 专 , 但 不 改变 ,为 克 示 
式 2 人 4% 所 类 定 的 了 的 正确 估 。 由 许 矢 量 汪 就 有 这 个 特性 ， 
因而 所 求 的 辅助 项 有 au 的 形式 。 标 是 a 必须 如 此 选择 ， 使 精 且 
关系 Jiae=0 能 被 游 足 。 辕 果 我 们 得 到 


oe2 fol ow. 2 
了 一 三 ( Ws td 区 ). (9-108) 


~ Be \ ds a 
按照 运动 方程 ， 六 作用 于 粒子 上 的 外 了 电磁场 的 场 张 量 直接 霄 
二 Bass2 这 个 公式 可 以 写成 另 一 形式 。 : 


国 只 对 于 与 mm?03/he 同 基 和 比 的 内 才 运用 , 有 是 普 关 上 训 常数 。 


2 第 包 章 ”电磁 波 的 井 射 


Cs 
ds 


2 基 ， 已 aF 人 
de me? ax: 


在 作 代 更 时 ,我 们 必须 记 着 ;对 指标 i 反对 称 的 张 量 2844/9z1 与 
对 称 缆 总 ts 之 积 恒 靠 十 壳 。 所 以 ， | 
f.=2 Be DPR 2e4 


[3 
一 六 
2 


2 
Ur 十 -一 
FM TT get ki 


1 C0-1068) 


De 
由 —F, Fyre— 
Be? Ow, 二 3m2c 


Smet ' 
站 度 力 在 电 共 运动 径 过 一 痊 定 场 的 世界 各 上 的 积分 应 当 
与 失 电 荷 辐 射 的 总 四 度 冲 量 和 Pi 相合 < 有 柑 友 的 符 史 ,APi 已 为 
公式 (9-70 所 央 定 , 这 类 但 于 在 非 相 对 论 的 铺 形 中 力 f 的 动 的 平 
均 租 与 侦 栋 岳 射 强 庶 相 合 [ 昂 C9-97) 式 ]。 为 了 谁 明 实际 上 和 矿 是 如 
此 ， 倒 也 不 难 ， 在 C9~106) 式 中 的 前 两 项 与 在 (9-105) 式 中 的 第 一 


项 (中 ;他 同 ) 相 吻 合 ,而 且 在 直行 积分 时 都 为 过 ， 因 为 人 无 劣 远 


处 , 粒 了 波 有 加 速度 , 即 ' 人 一 0。 第 三 项 糖 出 


一 fide= 2 CPrreer sdds, 
它 怡 怡 与 (9-71) 式 完全 嘱 合 
假如 粒子 的 还 度 趋 近 于 光速 (3 址 胡 对答” 的 傅 形 )， 那 么 ， 在 
公式 (9-106) 的 三 项 中 ， 包 含有 四 度 速 度 分 量 的 三 重 积 的 第 三 项 
境 申 得 最 快 《 我 们 提醒 一 下 ， 由 度 速 度 的 分量 在 分 母 中 包含 涌 
OA 


了 :一 一 3 CPi Yas, {98-107) 
从 空间 分 量 得 到 阻尼 力 的 表示 式 
六 一 一 x S20 于 2 (9-108) 


在 此 处 我 仙 选 定 术 译 的 方向 为 了 机 的 方向 ,而 具 要 可 能 ,我 们 就 


3 号 亏 身 本 丰 Bi 


使 2 你 于 ee 由 此 可 见 , 对 于 一 个 超 相 对 葵 的 粒子 ， 思 射 阻 尼 与 它 
的 能 县 的 罕 方 成 比例 . 

我 们 烷 注意 下 面 的 重要 情况 。 在 前 面 山 勾 指出 ， 我 们 所 得 到 
的 轻 射 阻尼 的 表示 式 低 低 可 以 应 用 于 比 mw2eif 儿 小 很 锣 ( 在 粒子 十 
般 下 的 考 。 参 者 条 坏 中 ) 的 声 ，。 衣 了 为 横向 C 与 运动 方向 严 克 的 》 
场 的 数 此 胡 ， 这 个 马 是 对 于 参考 系统 吾 而 言 的 ， 在 这 个 参考 条 二 
中 ,粒子 运动 的 速度 为 LE 在 公式 (9-108) 中 的 志 ] 这 了 时， 在 条 入 
&e 中 ， 声 的 数量 稻 是 AI 一 呈 7o( 见 有 3-10 中 的 变换 公式 )。 
内 此 了 应 当 涨 是 条 件 


gl. (9-109) 


ff- 
a 
bt 


而 且 可 以 看 出 ， 蕉 至 当 阻尼 力 了 本 身 比 电磁 场 个 作用 在 粒子 上 的 
通常 的 治 偷 慈 力 大 很 多 于 (fe)， 条 做 (9-109) 也 可 以 浪 足 (对 
村 是 够 小 的 一 sz/e9。 汉 此 , 对 于 一 个 超 相对 论 的 粒子 ， 我 合 可 
能 有 这 种 情形 , 在 这 种 情形 中 ， 辑 射 阻尼 (9-108) 是 作用 于 其 上 的 
主要 的 力 。 

在 这 种 情况 下 ,粒子 在 每 单位 行程 中 所 损失 的 动能 
(- 5 各) 可 以 机 为 等 十 仅仅 是 一 个 阻尼 力 fs; 注意 到 阻尼 力 与 
粒子 的 能 昌平 方 成 丰 例 ,我 们 可 以 写 出 


避 rH 
EF 


= — gn) bknn, 


市 ，9C2) 是 比例 勾 数 ， 这 个 系数 与 坐标 “有 关 ， 霸 且 按 照 
C9-108) 忒 用 场 的 横向 分 量 来 表示 。 将 这 个 微分 方程 积分 , 则 得 到 


| 苑 九 澡 银屏 波 的 旺 身 


六 
3 ] M 

一 Tdn 
Be Cd, 


出 


式 中 , 8 代表 粒子 的 初 能 量 《 当 x 一 we 时 的 能 量 )。 就 特例 襄 
之 ,粒子 的 焰 能 旦 (在 粒子 婚 过 场 以 后 的 能 晶 ), 决定 于 公式 
十 严 
页 = 而 + 人 re， 

由 此 可 见 , 当 >o 时 ,和 焰 能 量 抽 趋 近 于 一 个 常数 极限 ,而 
与 务 无 关 (H. 疲 家 责 前 克 ， 1939)。 摸 勾 医 就 ,在 经 过 声 以 后, 粒子 
的 能 量 不 可 能 起 过 等 式 

+ 二 


pr g(a dy 


所 鼎 定 的 能 量 Bxp 将 兵 #) 的 式 代 人 ,此 等 式 可 变 为 


+ 
下 "2 2 
Bat iia( 0s) § BH)+ CBet Hy (9-110) 
习习 题 


1。， 两 个 相 吸引 的 粒子 作 福 图 基 动 《运动 的 速 族 比 光 速 小 很 巴 )， 由 于 融 射 而 损失 
了 能 朋 。 求 相互 “时 落 ? 的 时 间 。 
崩 : 灿 子 古 畦 位 时 辣 内 所 损 天 的 能 基 的 平均 人 是 ( 见 59-4 的 习 过 二 
a 1 Bf 
《我 们 提醒 一 下 ,对 于 椭 辕 运动, 吕 <0, 因此 有 | 7 >07 我 们 假 融 一 周 所 损 类 的 能 盘 
想 得 汪 的, 艺术， 我 们 就 叮 自 利用 它 的 平均 什 。 粒 子 的 剖 属 星湖 能 量 挫 少 。 许 单位 时 
间 内 所 损失 的 六 量 粳 为 公式 (89-88) 所 决定 ; 将 间 的 姜 示 式 【9 836) 代 人 ， 左 由 注 意 到 
AP 一 一 |ezeslPrfrs 和 和 恩 二 pPe VY 我们 车 可 求 得 
a aol( er sp. 
. [3 CC Hy Pa TS 


我 网 将 这 个 式 子 在 运动 周期 内 平均 ;+"* 的 平均 值 的 让 某 策 在 89 于 的 到 及 1 中 类 r 


§ 0 旺 射 聘 尼 2 


的 盏 雹 值 -- 样 。 我 们 或 得 剃 位 时 间 内 圳 量 短 的 损失 如 下 ; 
dM 2,0rea|(2u| 8 | 人 _ 0 y Ga) 


df BosAlk mi na 


(条 (Ti-- 样 ,我 们 略 夫 了 平均 的 符 寻 )。 用 [9) 来 除 (1)， 我 办 得 到 伍 分 方 种 
WL 


二 人 
Helfs 


dA ER 


特 上 式 积 分 ， 则 得 到 
人 了 Ja | 示 o1 
1 和 osj+ He ™. ‘3) 
积分 瘦 数 是 该 样 落 操 的 , 司 得 当 , 放 二 训 o[ 计 ,二 站 o; 此 处 的 Wo 和 加 是 粒子 的 齐 冲 县 
旺 和 翻 能 基 。 
粒子 相交 与 时 -0 相对 点 。 有 从 1 可 上 看 出 ， 这 了 时 有 一 一 所。 我 冰 指 出 ， 
| 过 | 型 * 趋 近 于 了 Peies， 井 月 从 公式 【9-383 可 以 看 出 亏 心 齐 :一 加 让 是 尾 ， 洛 粒子 
下 乱 近 时 ， 埋 进 殉 近 于 加， 将 L835 代入 2), 我 将 就 决定 了 表示 为 开 的 曾 数 的 导 著 
， 此 后 对 时 求 积分 ,可 分 良 是 型。 和 由 就 得 接 香 到 “区 落 2? 的 时 间 、 
5 一 CINATS er Eee eared +1 Dn go -二 
a ;全 部 ) ( | ) 
23， 求 粒子 释 壬 碰 偶 概 子 如 的 所 之 后 的 权限 能 是 ;从 是 本 与 运动 方 而 是 症 辣 .… 
平面 内 。 
保 : 我 俏 吏 定 粗 过 闫 县 贡 和 运动 方向 的 笠 面 市 开 志 平面 ,下 子 在 这 个 笠 曾 内 语 着 
性 就 运动, 蔬 与 轴 柑 中 为 p。 对 于 赚 偶 福子 的 旭 的 横向 分 基 - 见 5CEr80) 式 ], 我 打 有 有 
Hy=0, 
BT eongt 
《pe 十 2 
we sin mp ey}, 


式 中 , 申 是 你 与 世博 间 的 类 角 。 入 之 代 太 (9-110), 进行 积分 ,我 手 恒 得 淹 


- Tx 如 内 3 41 有 
Sip™ ys) ‘92 6 ?+ Swing con 9}. 


3， 等 出 让 禄 对 论 情 形 下 的 阻尼 力 的 三 典 表 示 式 。 
人 局: 计算 四 度 关 量 L9-2080 的 裤 们 分 量 ,我 是 得 简 


2 (+t *) E+! v(t vr)a}t 


Se 


ta E+ 1 HCHV)+ 1 ECV:E))+ 


Ee 
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$ 9-10. 在 超 相 对 险情 形 下 的 略 射 的 光 询 分 解 

以 近乎 光速 的 速度 运动 做 的 ( 超 相对 葵 的 情形 ) 粒 子 的 地 射 的 
角 分 布 共 有 -个 特殊 的 特征 ， 这 个 特征 可 以 直接 从 辐射 强度 的 普 
源 公 式 (9-75) 厂 出 。 在 这 个 式 子 的 各 项 中 的 分 母 内 ,出 现 了 (1 
一 一 于) 的 高 次 者 。 假 各。 接近 于 of 部 (1 一/e) 所 昭 ， 那么 ,在 
V .n==v (就 在 芒 卫 几 平 与 了 平行) 的 狭 的 角 间 隔 内 ， 强 度 有 一 个 
类 锅 的 标 估 值 。 

因此， 一 个 超 相对 答 的 粒子 的 主要 辐射 方向 是 在 它 自己 的 运 “ 
动 方向 。 

很 容易 估计 运动 方向 附近 的 幅 射 显著 地 异 于 汰 的 角 则 伺 
A9、 写 出 


Ven 人 
1—— 一 1 一 D8 0 = 上 一 + 


和 全 吉 可 以 看 出 ,这 个 天 在 加 必 A0~11I 一 we 内 是 小 的 【与 1 一 
一 "fc 同 数 量 般 》, 或 者 等 值 地 误 
aA0~ 1 所 (9-111) 
在 求 辐射 的 光谱 分 解 时 ， 人 角 间 世 489 的 大 小 与 粒子 经 过 外 电 
磁 疡 时 的 令 情 角 a 的 关系 龙 重 要 的 。 a 让 可 以 计算 和 如下。 粒子 训 
世 的 横向 (与 运动 方 协 相 垂 据 ) 变 化 ， 与 问 模 向 力 ef 与 经 过 场 的 
时 间 tafv 寺 efe 的 冬 积 同 数 量 般 (此 处 的 是 使 场 显著 地 有 别 
于 震 的 距离 )- 
这 个 量 与 种 量 p= 一 一 一 一 之 比 决 定 & 角 的 


I— ve IT-- — v2 fe 


轩 恨 如 我 们 莫 定 五 朝 语 着 桂子 的 才 动 方向 ， 那 么 ，{ez)z 是 洛 丛 碍 力 eE 十 
十 eVAex 匡 的 3 分 融 与 :分 县 的 平方 之 和 ,在 此 ; 我 闪 可 以 估 vr: 
Pa—( Br— HY)*+(Er+ Hy)?. 


§ 9-10 在 起 相 对 论 情 形 下 的 二 射 的 光 噶 分 锋 3245 


大 小 的 数 明 稻 (假定 超 相 对 论 粒 子 的 仿 炉 外 a 的 欧 对 和 值 是 很 小 
的 > 因此 ， 


F 3 
~ 2 内 0 


所 以 ,ayag 的 数量 厄 是 


EE . 


我 们 要 注意 这 个 事实 ， 邹 这 个 比值 与 粒子 的 速度 无 关 ，, 而 完全 为 外 
声 本 身 所 决定 。 
我 们 先 眼 训 

Fas>me?® (9~112) 
就 是 祝 ,粒子 的 总 偏重 角 比 A6 大 很 多 。 这 时 ;我 税 就 可 以 褒 , 在 一 
指定 方向 的 幅 射 主要 在 与 运动 方向 几乎 焉 行 的 者 一 部 分 林道 上 汶 
上 鼻 ( 这 一 部 分 轨道 与 运动 方向 所 成 之 角 在 间隔 48 内 ], 而 这 -部 分 
轩 道 的 嗓 慌 比 @ 让 很多。 场 了 在 这 段 纪 内 可 以 部 为 是 不 变 的 ， 冯 
因为 曲 克 的 一 小 段 可 以 当 作 圆 狐 ， 所 以 我 们 可 以 引用 在 全 9-8 中 
所 求 出 的 关于 乞 束 圆周 运动 时 的 旺 射 (以 代 二 ) 的 芋 果 。 就 持 例 
芋 之 ,我 们 可 以 说 , 幅 射 的 主 监 部 分 集中 在 


ov | {9-113) 


< 本 
频率 间隔 内 [ 郊 (9-931) 式 ]。 对 于 北 重 分 解 的 更 震 站 的 计算 ， 可 参 
考 本 入 避 题 1。 

在 相反 的 极限 情形 下 ， 


ePacE me?, : : {9-114) 
粒子 的 总 仿 精 角 比 49 小 很 多 - 在 这 种 情形 下 ,所 有 的 辐射 尘 要 指 
装运 动 广 向 附近 的 猜 的 角 间 阿 49, 而 四 射 从 整个 轨道 到 达 基 一 输 
定点 。 在 这 种 情形 下 ,为 了 求 旺 射 的 光 诸 分解 ,我 们 利用 声 在 波 区 
的 李 厅 特 - 瑶 西 尔 特 公式 (9-747， 震 求 它 的 倩 里 时 分 量 。 为 此 ,我 
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们 必须 积分 Eer 民 对 守 各 分 )。 但 是 表示 式 C9-74) 是 二 志 的 两 数 ， 


ijit— 一 和 "n 《此 处 的 产 王 KE) 兰 凶 是 樟 子 


的 矢 径 ) 因此 ,从 对 于 主 的 税 分 很 容易 变 为 对 于 的 积分 ， 只 须 


注意 
dt = ( 工 一 和 
[网 C9-767) 式 ] 和 


cf[ 一 iot {1-2) 
nt 已 日 cp 2 7 


精 灯 我 逢 得 到 


-ga (1 hs * {(»-3) x we} a 


一 


[Fe 


《9-1157 
《 栈 去 了 积分 变 基 Y 上 的 一 项)。 我 们 处 处 将 速度 Y 当 作 是 不 变 的 
“因为 粒子 的 偏转 在 这 种 情形 下 是 很 小 的 六 仅仅 加 速度 罗 ( 丰 是 窑 
化 的 。 
轧 射 主要 集中 的 频率 间隔 可 以 科 算 如 下。 (9-115) 式 中 的 披 
积分 画 数 的 指数 因子 的 周期 与 


了 -和 -区 
问 数量 航 。 假 如 这 个 局 期 与 粒子 的 加 过度 w#) 发生 显著 变化 的 
时 间隔 了 向 数量 级 ， 这 个 积分 将 显 蕉 地 有 别 于 需 。 显 然 ， 上 时间 
了 ~ajv 圭 afe (a 是 使 场 显 著 地 有 别 本 堆 的 距离 )。 央 此 ,我们 求 得 


cr Cg-116) 
在 本 


这 个 频率 与 粒子 能 量 的 甘 系 和 在 (9-113) 中 一 样 ， 但 孚 数 是 处 间 
的 。 


号 gc10 在 是 相对 给 情形 下 的 辐射 的 光 吝 分 内 287 


对 于 积分 (9-115) 的 更 媳 靖 地 俩 究 , 请 参看 本 已 的 习题 2。 


习 ” 题 


41. 来 禄 是 条 件 C9-112) 的 站 辐 射 强 麻 ( 沿 一 切 方向 ) 的 光谱 分 市 。 

解 ， 从 拟 道 前 竺 个 弧 元 上 工 出 的 帆 射 由 公式 (89-89) 来 决定 , 公式 中 应 当 惧 在 粉 定 
点 的 横向 力 疡 代 蔡 吾 , 此 和 媳 ， 还 应 当 从 不 过 粮 的 频率 光谱 变 到 巡 捉 的 频率 光 。 这 种 
过 湾 可 以 牙 样 形式 地 来 完成 ,名 用 2 来 茉 , 井 作 及 下 的 着 换 : 


Tndn=Id a 一 Ta 
ww wo 


然后 , 青 将 王 度 对 全 部 时 疝 积 分 ,我 抽穗 得 和 到 总 辐射 的 区 畜 分 布 如 下 : 


她 时 


+ mm 
， Dew 革 时 i . 1 
di = dw 一 一 十 二 t 
# “7 1 ) 了 | PAu) 名 foodar 上 ' 


式 下 ,中 是 次 杞 国 数 ,而 其 独立 变数 是 


被 积分 画 数 是 积分 变数 的 险 国 数 ， 两 省 的 关系 是 通过 芭 而 联系 壮 的 (以 态 皇 沿 着 
粒 下 的 加 溢 变 化 ,对 于 一 舱 定 的 运动 ,这 个 变化 可 以 超 为 与 时 间 青 关 )o 
32， 与 上 有 是 本 癌 .但 消 是 条 和 件 (9-114).， 
局， 注意 天 与 运动 方向 成 小 前 8 的 幅 射 赵 着 主要 的 作用 ,我 个 可 里 出 
en Ba l/s:_v? 
引入 向 量 = 一 Vwt8 的 犯 对 值 为 的 , 我 同 将 59115 式 改 写 (准确 到 更 高 六 项 ) 如 
下 : 


I 1— “eog Bi1— “+ 
说 性 


E,=—2, (1 +0°) x 


wer Ro 
tw st 1 2). 
并 fe | EE Jicw.oye 1(1-S+0 )w)as, 
或 者 ,引入 特区 w= “(1 一 +93》 
w mr A , 
Eee 人 ‘Cw 8)8 总 Wo 
式 中 ,到 。 是 加 速度 的 倩 里 时 分 量 。 我 们 将 此 式 代入 公 趟 (9-9)， dw -一 
二 下 也。 *doden 并 对 所 有 方面 积分 【[ 写 go=aingogep=0dpaz)。 竺 果 ， 我 全 
求 得 总 看 射 的 光 诺 分 祭 期 下 
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8 9-11. 被 自由 电荷 的 散射 


假如 电 碰 波 落 在 一 个 电 蔡 体系 上 , 半 么 ,电荷 在 电磁 波 的 作用 
下 运动 。 这 种 运动 又 发 生 向 所 有 方向 的 幅 射 ; 道 常 就 谣 , 发 生 原 波 
的 散射 。 

这 种 散射 用 散射 体系 在 一 输 定 方向 在 单位 时 间 内 所 射出 的 能 
最 与 落 在 辆 射 体系 上 的 能 量 谴 旦 密度 之 比 来 丧 述 特征 ,最 为 便利 。 
这 个 比 信 的 量 网 显然 是 而 尽 , 因 而 称 为 “有 效 艇 射 截 面 ”。 

恋 好 为 这 个 体系 每 种 辐射 到 立体 角 do 内 的 能 莫 ， 而 幅 射 是 
由 于 以 8 为 坡 印 廷 矢量 的 入 射 波 所 引起 的 。 这 时 ,散射 (到 立体 角 
ao 内 的 ) 有 效 哉 面 等 于 加 

sc- 家 (9-117) 
(在 符号 上 的 一 横 家 示 对 时 间 的 求 焉 均 )、do 对 所 有 方向 的 积分 
o 是 总 有 效 散 射 截 面 。 

我 仙 着 虚 一 个 静止 的 自由 电 代 所 产生 的 散射 。 访 一 下面 单 色 

简 性 极 化 波 射 在 这 个 出 荷 圭 。 它 的 电场 可 以 写成 
E= Eyeos (kr—ot-+2). 

我 们 假山 电 傅 在 大 射 波 影响 下 所 得 到 的 速冻 比 光 速 小 很 多 
(一 般 情形 确 是 如 此 }， 这 时 我 们 可 以 识 为 作用 于 电 符 上 的 力 是 
E， 而 出 磁 增 所 产生 之 力 二 Yx 也 可 以 略 去 。 在 这 种 情形 下 ,我 们 
也 订 以 略 去 电 人 此 在 场 影响 下 的 拨 动 的 位 移 。 倒 如 电荷 企 堂 标 原 点 
附近 工 动 ,那么 ,我 们 可 以 段 设 作用 在 电 莅 上 的 场 在 一 切 时 间 都 和 
在 原点 的 场 一 样 ,就 是 襄 ， 

E= Eo 00a (wt—e)., 
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饶 然 由 入 的 运动 方程 是 
mhP = ekE, 
而 它 的 人 情 极 第 d= sz 那么 ， 
d= CE. (9-—118) 


为 了 计算 散射 的 幅 射 ,我 由 可 以 用 俩 梳 王 射 的 公式 (9-21 外 这 
是 双 许 的 ， 因 为 电荷 在 人 射 波 影 响 下 记得 到 的 速度 比 光 速 小 很 
多 )， 我 们 也 上 应 当 注 意 ; 电 曾 所 辆 庄 的 < 朗 电 各 所 敬 射 的 ) 波 的 频率 
显然 与 大 射 波 的 频率 相等 。 

洗 (9-118) 代 人 (9-21I)， 我 们 便 得 到 

d 一 (Exnyado， 


Trimzes 


世 一 方 入 ; 入 射 波 的 坡 印 廷 矢 医 二 


N= E? 
dT “ 


由 此 我 们 可 得 到 散射 到 立体 角 &o 内 的 有 效 截面 
ao=( 和 ) sin2 # do, (9-119) 


式 中 ,8 是 散射 方向 ( 矢 相 nn) 和 入 射 波 的 电场 所 夹 之 角 。 我们 
看 出 ,一 个 自负 电荷 的 有 效 获 射 戴 面 与 频率 无 关 。 
现在 我 们 来 求 总 有 效 鹤 画 0。 为 此 ;我 们 引用 球 誉 标 , 其 原点 
选 在 电 蓓 所 在 之 点 ,而 使 梭 轴 澡 着 卫 的 方向 。 因 此 
Bo 一 Sin 0 ad0 dp; 
将 此 式 代 入 ,再 对 日 从 0 到 7 积分, 对 从 0 到 327 积分 ， 我 们 求 
得 


站 一 一 


名 人 62 12 
3 \ mo? 


C9-—120) 


最 后 ， 我 个 求 在 人 射 波 次 有 酸化 ( 即 普 通 光 ) 的 情形 下 的 有 效 
- 截面。 为 此 ， 我们 必须 将 《9-119) 对 矢量 下 的 所 有 多方 向 求 平均 
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值 , 忆 是 在 垂直 于 人 射 波 传 播 方向 的 平面 内 (就 是 在 垂直 于 波 所 疏 
kK 的 平面 内 ?。 我 们 引 由 一 个 华 标 又 统 ， 其 2 山洞 普 K, 而 半 辆 惠 
沿 关 甩 。 这 时, 方向 了 和 记 所 类 之 角 6 的 余 束 ， 邹 站 位 矢 信 在 
将 担 上 的 投影 ,等 十 e080 一 sin9eos ,此 处 的 半身 是 标 角 和 方向 
nn 的 方位 角 。 对 于 了 BE 在 与 区 稳 目 的 乎 商 内 ?的 所 有 方向 求 平均 
值 ， 就 等 于 对 方位 角 9 求生 均值 。 我 们 有 


Sin? 和 I 十 QOS 3 
2 


Sin2f = 1— 2 


= 


代入 C9-119), 我 们 使 求 得 一 个 未 椒 化 的 波 被 自由 电 储 散射 的 有 效 
蕉 面 
op 一 寺 ( 冯 2 C1+ e0820 )do, {0-121) 


式 中 娃 是 入 射 波 的 方向 与 散射 让 的 方向 所 夹 之 角 。 

散射 的 存在 引起 ,例如 ,作用 于 散射 粒子 上 的 力 的 出 现 。 这 讨 
以 从 下 面 的 考虑 米 址 实 。 平 均 褒 来 ,在 单位 时 间 内 , 射 在 粒子 上 的 
小 损失 能 基 cWo, 此 处 的 多 是 平均 能 量 密度 , 而 = 则 是 总 有 效 散 
射 埠 面 。 艇 然 和 时 的 冲 量 等 于 蕊 的 能 基 除 以 光速 ， 所 以 人 射 波 报 失 
的 神 晤 的 把 对 值 就 等于 故 c。 另 一 方面 , 假如 有 一 个 参考 系统 , 电 
放任 其中 主力 汪 影 明 下 公 作 征 拔 动 。 而 及 拔 动 的 法 度 * 也 修 , 屠 

， 在 这 个 参考 系 畦 中 ， 散 射 汉中 的 总 外 世道 量 符 于 (准确 到 sf/e 
hg 次 项 ) 需 (在 多 9-7 中 已 纸 证 明了 ,在 +=0 的 参考 又 耕 中 粒 
子 不 辐射 部 攻 )。 所 以 人 射 波 所 捐 兴 的 审 量 完全 被 散射 粒子 所 “ 鹃 
收 * 了 。 作 用 于 粒子 的 平均 力 了 加 划 就 等 于 单位 时 间 内 所 吸收 的 
平均 冲 量 , 朗 

f= opn. (9~122) 

《no 是 单位 笑 量 ， 其 方向 与 大 射 波 传播 的 方向 相 问 )。 我 们 注意 
到 ,平均 " 力 相对 于 太 射 波 之 场 内 是 _ 胡 量 ， 而 “ 且 时 ? 力 ( 这 个 力 
的 主要 部 分 是 旺 ) 相 对 于 人 射 波 之 场 是 一 般 基 。 


地 妆 


ES 
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公式 (9-132) 息 可 以 直接 由 求 阻 尼 力 《9-101) 的 平均 什 得 之 . 
第 一 项 (与 王 成 比例 ) 在 来 平均 值 时 化 为 雳 。 从 第 二 项 得 到 


站 本 Bir ff es V2 2 
f= Esn, = ee Tin , 
3 3 (£6) 47 " 


向 于 C9-120), 这 个 式 子 与 (9-122) 相 吻合 。 


性 题 


， -地 思 贺 枉 化 波 被 一 个 自由 电荷 散射 , 求 其 有 效 规 商 。 
证 波 的 场 有 如 下 形式 
E=A eogttt+oai+B ncowtt oe), 
式 中 , 生 和 了 是 两 个 相 雪 算 谍 的 矢 乔 (内 8 65)。 与 正 交 四 推导 修 ,我 仙 可 求 得 
Et CA. n)* + iBrn)? 7 
m2 oi Ar+ Br 
一 个 吉 性 术 化 波 和 被 一 个 让 强 性 力 影 响 下 作 微 搁 动 的 电 策 ( 搁 子 ) 散 射 。 求 有 豆 


dr 二 


零 面 。 
拥 : 在 入 射 波 =o tngtwot 十) 内 ,出 将 的 运动 方程 是 


PT 二 or 一 全 Es eog(twt + uy, 


起 向, wa 是 电 各 的 自由 找 动 移 冲 率 。 对 于 也 迫 振动 , 幅 此 可 得 
a Con Cott ey 


mows my) 


由 此 计 和 证 所 避 , 我 风 便 得 到 


雪 是 马 与 于 所 夹 之 箱 )。 

3， 水 枯 化 的 光 被 自由 电 各 散射 ,来 退 析 化 的 稳 度 (上 乃 § 67)。 

外 ;从 对 称 性 的 考虑 出 性 ， 亚 胡 可 多， 构成 散射 光 的 两 个 分 基 是 平 柚 极 化 的 ,一 个 
分 枯 型 在 绝 过 人 射 光 粮 与 散射 光 的 平面 办， 总 外 一 个 分 最 和 这 个 平 曾 但 赴 。 我 情 竹 定 
工 轴 站 这 个 古 曾 内 。 因 此 ,对 于 第 一 个 极 化 党 ， 我 个 求 得 看 = 常 数 " 电 ye08 间 对 于 第 
二 个 ,我 倍 求 得 是 二 常数 "是 ,。 将 其 平方 , 求 其 平均 值 , 骨 取 其 北 值 ， 我 站 得 到 因为 对 
于 浸 次 极 作 的 光 有 而 # 一 互 =1 

P=C 

(B 是 入 射 光 的 方向 和 散 肌 光 的 方向 所 类 之 角 ]。 

4， 求 被 渤 动 壬 的 电荷 所 散射 出 来 的 光 的 籽 未 。 
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党 : 在 一 个 坐标 淮 竹 中 , 假如 有 电荷 在 其 中 是 静 直 的 ， 光 的 类 素 经 过 散射 后 旋 不 改 
计 iw 二 ww 。 蓄 个 关 邓 可 梁 二 成 一 个 不 变 式 的 形式 如 下 : 
癌 刘 证 和 
式 让 ,中 是 瑟 荷 的 四 度 速 座 。 从 此 芭 叭 来 出 
“(1~ ens 9)= “(I 一 < CO 和 } 


式 巾 ,日 和 对 是 入 射 溃 和 散射 玻 与 运动 方向 所 详 之 角 己基 外 殴 的 速度 )。 

5, 一 个 灯 性 村 化 波 彼 一 个 沿 波 传授 方 窗 运 动 的 ( 溃 度 为 中 申 痊 通 计 , 求 散 时 竟 外 
诬 分 布 。 

解 ， 灼 里 的 一 计 由 C9-75) 来 洪 定 ,在 其 中 , 粒子 的 加 速度 W 必 薄 用 入 射 波 的 坊 已 
种 是 米 表示 (楼 腿 §3-3 的 斩 题 中 所 得 的 各 公式 }》。 在 让 样 作 时 , 必 钳 记 着 Y 是 稚 直 才 
下 和 卫 的 。 用 入射 滤 的 坡 印 钙 笑 最 除了 跨度 a 我 们 得 到 有 效 散 射 鹤 面 如 下 : 

书生 和 " 
Ge) ee] 


一 singeogy ) 
性 


式 让 ,8 和 是 方 傅 卫 的 醒 角 和 方位 向， 这 是 对 息 样 一 个 坐标 条 二 而 襄 的 ,在 此 中 , 艺 
珊 沿 着 了 上 的 方向 ， 抱 灿 沿 著 玉 的 方向 [eastn, EY 二 cog 8, eogCn, YY) 二 in 8 MON FP] 

8 求 电荷 硅 针 它 贡 射 的 波 作 用 于 害 的 平 灼 方 的 影响 下 的 运动 。 

解 : 力 L9"122} 蚌 沿 着 入 射流 的 候 播 方向 (下 井下 此 ,我 个 所 考虑 的 适 动 的 违 度 
也 是 沿 着 这 个 方向 ,我 们 洲 撑 一 个 辅助 大 考 系 耕 五。, 在 这 个 采访 中 , 疏 了 是 静止 的 ! 我 
销 要 注意 ， 我 们 所 时 论 购 运动量 对 于 -一 个 微 接 动 的 周 戎 平均 了 的 送 动 Y, 从 (9-132) 知 
道 ,作用 于 电荷 上 的 力 是 = 序 。 而 在 这 个 力 的 作用 下 , 电 蒂 所 获得 的 加 沁 度 是 

res 一 二 证 

(指标 0 恕 对 于 参考 邓 训 站。 而 可 的 )。 加 速度 ?2 和 小 在 原 欠 考 系统 下 中 (在 注 个 杀 统 
市 , 忆 茶 上 这 度 * 二 动 着 ) 和 能 量 密度 匈 与 如。 和 全 的 其 孙 已 为 4 TY? 节 激 题 的 公 
或 和 公 起 08- 品 所 雇 定 。 施 行 这 个 变 询 ,我 四 未 等 


v 
1 dvr_Wo 1 人 
EE 一 全 
4 2 dt Om 了 二 
Le 个 
将 此 方程 和 分 , 求 得 
。 n 全 
7 3 上 sv a" 
1 1—® 


这 就 决定 了 作为 时 阿 的 隆 山 数 的 壕 座 = Ge/e 红 积分 常数 是 这 样 选 择 的 , 当 : 二 0 时 ， 
和 一 个) 
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7. 一 个 电信 在 电磁 刚 中 过 动 , 这 个 载 为 沿 -* 印 可 能 向 传播 的 波 的 过 加 ,而 起 播 点 
向 的 分 布 是 竹 向 同性 的 。 求 作用 于 电荷 工 的 平均 力 。 
属 : 我 位 将 电 和 的 运动 万 程 写成 ? pW 


mo ft 


为 了 次 定 队 谋 夭 量 ft, 我 们 注意 ,在 各 入 十 有 网 是 目的 者 潜 条 才 中 ,在 -一 个 单独 
的 波 ( 婆 浴 一 定 的 广 向 ,例如 区 朝 , 侠 播 ) 影 响 下 ,运动 方程 是 (pe 三 要 


md 
TFT 
Vai! 


(处 处 我 们 部 略 去 不 汐 符 号 )。 这 就 是 就 ， 矢 量 1 的 “分明 必 须 化 为 ”oe。 四 麻生 


一 二 Tink 有 这 个 性 里 , 式 中 的 Tik 是 波 的 能 量 - 冲 晤 吗 最 ， 而 ui 则 是 电 闪 的 四 度 束 
度 。 此 舌 ， 记 必 肚 雍 至 ftsi 二 0 的 条 件 。 将 彤 如 oa 的 中 度 舌 量 加 到 上 面 的 成 于 上 下， 
就 可 岛 夺 到 日 的 ; 此 处 的 & 关 一 个 标量 。 用 适当 的 方法 类 法 x 比 较 公 式 (8-10431 我 
拉 折 得 到 


本 > 
me- 二 一 一 三 一 一 TE un, (17 


在 一 个 得 向 同性 的 辐射 的 电 辜 场 中， 由 于 对 称 性 ， 坡 印 延 亲 量 为 夫 ,而 应 力 线 基 
外 ab 应 当 有 常数 54 a 的 形式 。 再 注意 到 汪 4 二 0, 我 们 可 莱 出 Ti 的 分 量 
Taa = bas 2 一 履 了 4 一 一 下 。 


将 此 式 代 人 CI) 我 阅 就 可 求 出 作用 于 电 术 上 的 ， 


2 7 ee 
a vx | ws 
人 | 3 一切 ) 


这 个 旋 的 作用 方向 与 亿 茶 运动 的 方向 相反 ; 亦 即 电视 受到 了 阻 几 。 我 们 要 注意 ， 当 
ve 时, 姐 尼 力 与 电光 的 加 度 成 小便 ， -4 一 一 和 ea 


， 一 个 粮 性 覃 化 玻 被 一 个 拔 子 散射 , 求 行 吾 散 射 截面 (孝感 罩 射 阻尼 
各 我 们 汪 出 也 痪 在 入 射流 内 的 运动 方程 如 下 : 
De ED 


gmaest 


Pruor=2 ~ Eue ut 
在 服 居 办 由 ,我 们 而 以 近似 地 代入 下 = 一 uP, 这 时 我 们 得 一 
， 四 
到 十 T 玉 十 w P= I ‘oi 


式 由 ,Y 二 8 bo 由 此 得 到 


264 瑞 瞩 章 出 磋 淡 的 视 时 


a 2 tn 
We (na) tai 


$ 9-12. 低 闫 率 波 的 散射 
电 葵 体系 对 电磁 波 的 散射 与 一 个 静止 电荷 对 电磁 波 的 散射 之 
关 的 区 出 首先 在 于 这 个 事实 ， 即 出 于 电荷 在 体系 内 具有 本 人 征 运 
动 ,散射 波 的 频率 可 能 与 人 射 波 的 括 率 不 同 。 就 是 流 , 在 散射 波 的 
光 姓 分 解 中 , 除了 大 射 波 的 频率 外 ， 还 可 能 出 现形 如 = + 
+ 这 oo 的 频率 ;( 式 中 ,at) 是 体系 中 粒子 的 多 周期 运动 的 基 


本 频率 ， 而 mw? 则 是 任意 整数 ; 见 第 138 真 的 脚注 )。 改变 频率 
的 散射 称 为 不 相 参 散射 (或 称 秀 合 散射 1， 它 和 不 改变 闫 府 的 相 参 
散射 不 同 。 

假设 入 射流 的 场 是 弱 的 , 则 我 簿 可 以 将 电流 密度 写成 j= jb 十 
十 站 此 处 的 十 次 有 外 场 时 的 直流 密度 ,而 了 则 是 在 人 射流 作 
用 下 的 电流 斧 化 。 与 之 相应 ， 体 系 的 场 的 矢 热 (以 及 共 他 的 莫 ) 也 
有 = Ao 十 A 的 形式 ， 此 处 的 as 和 A' 由 电流 加 和 和 了 决定 。 显 
然 ,和 描述 这 个 电 贡 体系 遍 散 射 的 波 。 

疯 在 组 我 们 来 考虑 一 个 波 的 散射 ， 这 个 波 的 频率 上 比 电 荷 体 
取 所 有 的 固有 频率 都 小 很 多 。 这 个 散射 将 包 合 不 机 参 部 分 和 相 参 
部 分 ,但 是 我 们 在 此 将 只 者 虑 相 参 散射 。 为 了 谢 算 如 射 下 的 声 , 在 
频率 名 十 分 低 的 情况 下 ,我 们 总 可 以 用 推迟 热 的 展开 式 , 这 个 展开 
式 已 经 在 $92 和 名 9-5 中 介 绥 过 了 ,即使 体系 内 粒子 的 速度 比 起 
光速 来 并 不 算 小 ,这 也 是 可 以 的 。 事实 上 ,要 使 积分 


I ， 
Ar=s L. . 
oh $ 了 St oF 


的 那个 大 开 式 成 立 ， 仅仅 只 须要 时 湖 P'njeraje 比 电流 分 布 有 显 
闭 改 变 的 时 间 间 隔 I 让 很 多 洗 于 是 够 医 的 频 素 (oayje 7 下 
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党 体系 内 粒子 的 这 度 怎 样 , 这 个 条 件 都 可 以 满足 。 
从 展开 式 的 第 一 项 得 
H' -= 二 {d'xn+fm'x n)xn}, 


式 中 ,了 1h’ 分别 是 体系 的 偶 栋 矩 和 碰 征 的 一 部 分 ， 这 部 分 是 由 落 
在 体系 上 的 帆 射 所 产生 的 ， 蝴 开 式 的 以 后 各 项 包含 比 二 阶 更 高 的 
时 间 导 数 ,我 们 将 它们 赂 去 。 

散射 波 的 场 的 光谱 分 解 的 分 蔓 BC 其 频率 与 人 射 波 的 频率 相 
等 ) 为 这 个 同一 公式 所 决定 ,但 公式 中 应 将 所 有 的 量 代 以 它们 的 傅 
里 叶 分 量 ; = 一 wd ML= 一 局 仁 5。 这 样 ,我 们 得 到 


a 
HH = nxd tnx(Cm’xn)}. 《9-193 
2 Ro . 


场 的 展开 式 的 更 后 面 的 项 答 出 与 小 频率 的 较 尚 炊 徊 成 比例 的 量 。 
假如 体系 中 所 有 粒子 的 速度 都 很 小 Ce< 委 ec》 持 么 ， 人 在 (9-123) 式 中 
第 二 项 与 第 -- 项 比 迟 起 米 就 可 以 略 去 了， 因为 磁 窍 包含 we。， 这 
时 ， 


H:= |! 
”e232R, 


假如 体 骤 的 总 电 背 为 涟 ,那么 ; 当 让 时 ;各 乌 5 趋 过 于 
常数 极限 (假如 总 电 答 不 为 需 , 肌 么 , 当 =0 时 ,就 是 褒 在 恒定 场 
中 ， 这 个 体系 开 始 作 整 休 运 动 }， 因 此 ,对 十 低频 率 (w&vyc) 我 们 
可 以 认为 纪 和 坝 ; 与 频率 兆 关 。 由 此 可 名 ,散射 波 的 场 与 频率 的 
平方 成 比例 ， 因 此 场 的 强度 与 2 成 比例 。 所 以 , 当 低 频率 波 被 散 
射 时 , 相 参 散射 的 有 效 截 画 与 人 射 疲 捕 率 的 四 次 客 成 比例 呈 。 


on x dds, (9-124) 


$9-13. 高 频率 波 的 散射 
我 们 米 和 研究 波 被 电荷 订 条 的 散射 ， 假 如 波 的 频率 汪 比 体系 的 


， .@ ”站 地 透 用 于 光 规 离 下 的 散 时 ， 也 适用 上 光 写 不 带电 的 原子 的 散射 。 因 为 核子 
韵 狗 昌 护 上 .山高 二 作为 圣 体 的 运动 而 装 生 的 散射 可 用 略 去 不对。 
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点 本 固有 频 奉 天 很 多 。 后 者 的 数量 般 为 wont/fa, 所 议 名 应 当 清 
是 条 件 


光一 一， {9-125) 
此 外 ,我 们 蛋 设 体 和 又 由 电荷 的 束 度 很 小 Cv<&02。 
按照 条 件 C9~125)， 体 采 中 电 敬 的 运动 周期 比 波 的 周期 大 很 
多 。 因 此 ,在 一 个 与 波 的 周 基 回 数 量 报 的 时 间 间 隔 内 , 体 桑 中 电 昔 
”的 运动 可 以 看 作 上 龙 均匀 的 ， 这 就 是 静 , 在 研究 短波 的 散射 时 ,我 们 
”无 须 考 虑 体系 的 电 桨 彼此 之 间 的 相 瑟 作用 ， 邱 我 们 可 以 将 电 奇 琵 
为 是 自由 的 。 
因此 ， 在 放 算 电荷 在 入 射 路 的 场 内 所 得 到 的 时 ， 我们 可 凡 
将 体系 中 每 个 电 稍 和 分开 来 考虑 , 霸 把 电荷 的 运动 方程 宇 为 
VE 一 cue 一 iot 一 ke， 


了 -一 = 


dt 
式 中 ，ki= ni 是 入 射 波 的 波 矢 量 。 电荷 的 矢 径 当然 是 时 间 的 
画 数 。 在 这 个 方程 右边 指数 因子 的 指数 中 ， 第 一 项 的 时 间 变 化 率 
比 第 二 项 大 很 多 (第 一 硕 的 时 间 变 化 华为 = 而 第 二 项 的 数量 斤 是 
hv ~ <&m)。 所 以 ,在 积分 运动 方程 时 ,我 们 可 以 将 ? 那 部 分 当 
作 常数 。 因 此 ， 


Vo Roe KE) (9-126) 
对 十 散射 波 的 矢 势 (在 与 体 柔 由 吕 其 远 之 处 )， 按照 一 般 公 式 
{9-2); 我 们 有 
= 区 $ 了 As Pens a -三 2 CoV Bo 4 Pe ns 


式 中 ， 求 和 应 访 对 体系 中 所 有 的 电信 进行 ; ps 二 散射 力 向 的 单位 
矢量 。 将 (9-126) 代 入 ， 2 


-一 过 (一 
A'=— Ja, Soi ens, {9-127) 


jeu 
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式 中 ，q 一 Ki 一 Kk。 是 和 射 波 的 波 矢量 Ex 和 散射 波 的 波 矢 量 X = 
一 名 ns 之 差 (严格 地 识 , 波 矢量 ga= 全 ns 此 处 的 是 散射 波 的 
频率 , 它 可 能 与 @ 不 同 ， 骸 而 在 散射 中 ， 频 于 的 改变 与 co 同 数量 
圾 ,就 是 说 ， 在 我 们 所 才 虚 的 情形 下 ， 这 个 改变 比 % 本 身 小 很 多 ， 
因此 xs 的 改变 可 以 赂 去 )。 在 (9-127) 式 中 的 和 应 当 取 在 *= 
= 一 到 fe 瞬间 时 的 全 (为 简单 起见 ， 如 平常 一 样 ， 略 去 * 上 的 指 
标 #) 内 于 粒子 速度 很 小 的 息 珊 ,P 在 时 间 wmsje 内 的 变化 也 可 
以 赂 去 。 
对 于 散射 波 的 场 H 我 们 按照 (9-3) 求 得 


， 瑟 ， 
Wm Be ) Se ier, (9-128) 
射 人 ns 方向 立体 角 元 内 的 能 基 通 量 是 


lH' lj 1 2 e2 dg"p!? 
Re do = lsCns x Eo) | 号 于 


用 入 射 波 的 能 最 通 量 二 到 除 上 式 , 并 用 6 代表 人 射 波 的 场 与 
散射 方向 的 夹 角 , 最 后 我 们 得 到 有 效 散 射 截面 如 下 : 


do= BD eae | si do. (9-129) 
式 中 的 一 横 表 示 对 时 间 的 平均 值 ， 亦 序 对 体系 中 电荷 的 运动 的 下 
均 信 ; 因为 散射 是 在 ~ 个 时 间 间 也 内 观察 的 ,这 个 时 阅 间 隔 比 体系 
中 电荷 的 运动 周期 大 很 多 ,所 以 有 了 时间 的 在 均值。 

对 于 入射 同 射 的 波 扶 ， 从 条 件 C9-125) 得 到 不 等 式 和 & a。 
至 于 和 和 # 的 相对 值 ， 那 么 丙种 极限 情形 3>a 和 X<ee 都 是 可 能 
的 。 在 这 两 种 情形 下 , 普通 公式 (9-129) 简 化 很 多 。 

在 >4 的 情形 下 ,在 (9-129) 式 中 ,9q"? 必 1, 因为 ge1A 而 * 
与 4 同 数量 般 。 与 此 相应 ,我 们 用 1 代替 es ,从 市 得 到 


J e2 \2 . 
"(2 sin2# do, £9-130) 


2 第 九 童 电 缮 六 的 家 时 
谎 特 例 车 之 , 当 波 被 一 个 有 名 个 电子 的 原子 施 射 时 ， 
好 cr 一 ( 埠 ) ain: 8 do, (9-131) 


Pie 


就 是 说 ,散射 与 原子 序数 的 平方 成 比例 (在 (9-130) 的 和 中 ,与 原子 
核 相应 的 项 可 以 略 去 ,因为 核 的 质量 比 电子 的 儒 量 大 很 多 )。 

现在 转 到 和 <&e 的 情形 ， 在 (9-129) 中 的 和 的 平方 中 ， 除 了 每 
项 的 模 的 平方 Lezywar2》 以 外 , 还 有 如 下 形式 的 乘积 : 


在 对 电 窒 的 送 动 求 平均 值 时 ， 泵 即 在 对 它们 在 体系 中 的 相间 
位 访 求 平均 值 时 ， ?一 ?可 到 与 & 半数 量 稻 的 一 个 间隔 内 的 一 切 
信 。 弃 然 9 一 172 hm, 那么 ,指数 因子 ed 1 是 一 个 在 这 个 阳 
隔 内 振动 得 复 快 的 画 数 ， 而 它 的 平均 会 就 化 为 零 。 因 此 ， 当 )&a 
时 ,有效 散射 截面 


wo Ba) Oo. 《9-132) 
吏 特 例 谨 之 , 当 被 原子 散射 时 ,在 这 种 情形 下 ,我 们 有 
te = 2( £3) sin* 8 do, (C9133) 


就 是 屠 ， 获 射 与 原子 序数 的 一 次 方 成 比例 。 我 们 注意 到 ， 公 式 
C9-138) 和 C9-138) 对 于 小 的 散射 角 《与 /a 问 数量 般 ) 不 能 应 用 ， 
因为 在 这 种 情形 下 , 4 已 经 不 再 是 大 的 量 了 ,网 而 指数 qz 不 比 1 
大 很 多 。 

为 了 求 出 相 参 散射 的 有 效 截 而 ， 我 们 必须 将 散射 波 的 场 的 频 
率 为 "的 那 一 部 分 分 开 来 。 场 的 表示 式 (9-128? 通 过 因子 e 
与 时 间 发 生 关 系 , 而 且 也 租 过 了 入 e940" 与 时 间 发 生 关 系 。 后 
面 这 个 关系 使 得 在 散射 波 的 场 内 ,除了 频率 上 以 外 ,还 含有 别 的 频 
奈 (虽然 与 中 很 接近 )。 假 如 我 们 将 了 全 ci 对 肝 间 求 小 均值 ， 
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《如 对 电荷 的 运动 求 宁 均值 ), 那 么 , 三 然 我 们 可 以 得 到 频率 为 的 
那 一 融 分 场 ( 皆 是 仅 遂 过 因 -f。 一 * 与 时 间 注 生 关系 的 那 一 部 分 
场 。 与 此 相 度 ， 相 参 艇 射 有 效 共 而 do ms 与 总 截面 ez 的 不 同 之 
处 和 就 在 了 前 者 包含 和 鸭 平均 值 的 模 的 平方 

人 和 二 | 六 ea Sin3 f do, (9-134) 


mes | 


南 后 者 则 色 舍 和 的 模 的 平方 的 平均 值 。 
在 ?3a 的 情形 下 ,我 们 肯 葡 用 虐 米 代 赤 ea 于 是 
aowe=-( > - “gin20 dn. (9-1351 


将 此 式 与 总 有 有效 蕉 四 (9-1303 式 相 比 较 , 我 们 看 1 一 gc, 就 是 
识 ; 所 有 的 散射 部 是 相 参 的 。 

笑 如 XAc&r, 那么 ， 当 我 们 求生 均值 对， 在 C9-134) 中 所 有 和 的 
项 (是 迅速 振动 的 时 间 责 数 ) 操 说 和 失 了 ;从 而 2&0 =0， 因 此 ;在 这 
种 情形 下 , 散 时 完全 是 非 由 大 的 。 


第 十 章 “引力 场 中 的 粒子 


$10-1. 非 相对 和 侩 力学 中 的 引力 场 


除了 电磁 场 以 外 ,自然 田中 还 存在 另 一 种 场 ; 序 所 家 重 力 场 或 
引力 场 。 这 种 场 具有 以 下 的 基本 特性 : 所 有 的 物体 ， 不 管 质 莉 或 
所 带电 荷 的 大 小 ,只 要 有 相间 的 起 始 条 件 , 它 们 在 场 中 就 将 以 相同 
的 方式 运动 。 例 如 ， 对 于 柱 地 球 引 力 场 中 的 所 有 物体 自由 降 藻 的 
规律 部 是 一 栏 的 , 即 不 管 它们 的 质量 如 何 , 都 获得 同一 的 加 速度 。 

引力 场 的 这 个 特性 使 我 们 有 可 能 建立 两 种 运动 的 重要 的 类 似 
性 ,一 种 运动 是 一 个 物体 在 引力 场 中 的 运动 ; 另 一 仲 运动 是 一 个 物 
体 不 在 任何 外 场 中 的 运动 ， 但 这 是 从 一 个 非 惯 性 参考 系 匡 的 观点 
来 看 的 。 实 际 上 ,在 一 个 惯性 参考 系统 中 ,所 有 物体 的 自由 运动 都 
是 匀速 症 焰 运动 ;假如 在 开始 了 时 ,它们 的 速度 是 一 样 的 ， 那 么 光 诊 
在 任何 时 候 挤 将 保持 一 样 。 因 此 ,很 显然 ,假如 我 们 考虑 在 一 输 定 
的 非 惯性 系统 中 的 自由 运动 ,那么 ,相对 于 这 个 系统 ， 所 有 的 物体 
都 以 同样 的 方式 运动 。 ” 
因此 ， 在 一 个 非 性 性 系统 中 的 运动 畦 性 与 在 一 个 有 引力 场 存 
在 的 惯性 系统 中 的 运动 特性 一 样 ; 换 名 旗 培 , 非 惯性 系统 与 某 一 引 
力 场 等 价 。 这 种 情况 称 为 等 价 原理 。 

我 们 求 研 究 , 例 如 ,在 作 色 加 还 运 动 的 参考 系统 中 的 运动 。 假 
如 一 个 任意 质 基 的 物体 在 这 样 的 参考 系 舟 中 从 自由 运动 ,很 显然 ， 
这 个 物体 对 于 这 个 系统 慌 有 一 个 疝 样 的 不 变 的 吉 速 度 ， 这 个 加 速 
度 与 系 幸 本 身 的 加 速 座 大 小 相等 ,六 向 相反 。 这 也 可 以 应 用 到 在 


(Cor0) 
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均匀 恒定 引力 渴 ， 例 如 地 球 的 引力 场 中 的 运动 (在 不 太 的 区 域内 ， 
地 球 的 引力 场 可 以 当 作 是 周 匀 的 }， 内 此 ,一 个 作 搓 旋 速 运 动 的 大 
涤 柔 圩 与 一 个 不 变 和 的、 均匀 的 外 场 等 价 。 更 一 般 的 情形 是 作 变 一 
直 粹 运动 的 参考 系统 , 显然; 这 种 系 壕 与 一 个 均匀 的 但 是 是 变化 着 
的 引力 场 等 价 。 

然而 必须 着 重 指 1， 与 非 惯 性 参 状 条 统 等 价 的 场 实际 上 提 不 
完全 与 在 惯性 系统 中 存在 的 "实在 ”的 引力 场 一 样 ,例如 ,它们 在 无 
穷 远 处 的 性 质 就 有 十 分 重要 的 差别 。 在 与 产生 境 的 物体 相距 为 无 
穷 近 处 ,“ 实 在 ?的 引力 场 总 是 趋 近 于 需 ; 与 此 相反 ， 与 非 惯性 参考 
系统 等 价 的 场 在 无 穷 还 处 却 匹 限制 地 境 大 ,或 者 ,无 论 如 何 ， 总 保 
持 为 有 限 值 。 例 如 ,在 旋转 的 参考 系统 中 出 现 的 离心 力 , 当 我 何 从 
旋转 轴 移 开 时 ,无 限制 地 境 大 ; 一 个 与 作 匀 加 速 让 线 运 动 的 参考 系 
纺 等 价 的 场 在 空间 各 处 都 是 一 样 的 ,而 且 在 无 穷 远 处 也 一 样 . 

只 要 我 们 从 磊 惯 性 系统 过 小 到 惜 性 系 硫 ， 与 非 惯 性 系统 等 价 
的 场 就 消失 了 。 和 这 相反 ,无 花 选 择 那 一 种 参考 条 统 ,“ 实 在 ”的 引 
力 声 (在 一 个 惯性 参 才 系统 内 也 存在 ) 总 是 无 法 消除 的 。 这 可 以 从 
上 面 所 区 的 关于 “实在 ”的 引力 电 和 与 非 惯性 系统 等 价 的 场 在 无 穷 
远 处 的 情况 的 差别 直接 看 出 , 肠 然 后 者 在 无 穷 远 处 不 趋 近 于 零 , 那 
么 ;无 渝 怎样 选择 参考 系统 ,“ 实 在 * 的 场 也 不 可 能 消除 ， 因 为 它 在 
无 穷 雹 处 变 为 零 。 

用 适当 选择 参 者 系统 的 方法 ， 叭 一 可 以 做 到 的 只 是 消除 在 空 
闭 的 某 一 答 定 区 域内 的 引力 场 ; 而 且 这 个 区 域 必须 如 此 之 小 ,使 其 
中 的 场 可 以 当 作 是 均匀 的 。 要 作 到 这 点 ， 可 选择 一 个 作 加 速 运动 
的 系统 ， 这 个 加 速度 就 等 于 粒子 放 在 我 们 正在 考虑 的 场 的 区 域内 
所 得 到 的 加 速度 . 

粒子 在 引 方 汰 中 的 运动 ， 在 非 相对 其 力 学 中 为 拉 格 其 日 醒 数 
所 决定 ,这 个 画 数 在 惯性 参考 条 级 中 的 表示 式 是 
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2 . 
Lm 一 更 多， (10-1) 


式 中 ，P 是 描述 场 的 特性 的 坐标 和 时间 的 某 一 男 数 ， 称 为 吕方 
热 中 。 与 此 相应 ,粒子 的 运动 方程 芒 . 

Y= 一 Erad o. (10-2) 
这 个 方程 不 包含 质量 ,也 不 包含 任何 其 他 描述 粒 :了 特征 的 常数 , 它 
就 是 在 本 节 开 始 时 所 讨论 的 引力 场 的 共 本 特性 的 数学 表示 。 


$10-2. 相对论 力 学 中 的 引力 场 


在 上 节 中 所 指出 的 引力 场 的 基本 特性 ， 即 所 有 物体 在 孝 中 作 
同样 的 运动 ,在 相对 斑 力 学 中 也 还 是 有 效 的 。 所 以 ,引力 场 和 非 惯 
性 参考 系统 的 类 做 性 仍然 存在 。 内 此 ， 人 在 研究 但 对 坦 力 学 中 引力 
场 的 特性 时 ,我们 自然 也 从 这 个 类 个性 出 发 。 

在 惯性 参考 系统 中 , 用 笛 卡 名 坐标 , 半 隔 司 为 

ds? = 0? dt — dr? dy? — da? 
所 决定 。 在 次 换 到 任何 另 一 个 铝 性 参 状 双 统 时 ‘就 是 襄 在 作 洛 丛 
苞 变 换 时 ,我 们 知道 ,出 跑 保持 同样 的 形式 ， 然 而 ,假如 我 们 安 换 
到 非 悍 性 系 纹 ,rs 将 不 再 是 四 个 坐标 的 微分 的 平方 程 了。 
例如 ;, 当 我 们 变换 到 匀速 旋 情 的 华 标 秒 统 时 ， 
v= Wi Cos Fi- y' Sin Df, y= 2 3in (H+ cos Dt, 


逐一 人 
《人 2 是 旋转 的 角速度 ,其 方向 治 善 冯 悄 )， 屠 么 , 涯 卫 就 有 下 而 的 形 
起 : 
da = [ec — {2 22+) | di — de?— dy — 
— de? +42 dr dt — 2 dy dt. 


对 ”各 后 我 册 不 册 用 电磁 势 ?， 因 此 用 回 一 个 尾 生 了 米 代 老 引力 殷 不 会 引起 区 
散 。 
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不 党 时 间 举 标 变 换 的 规律 怎样 ， 这 个 式 子 不 可 能 仿 以 四 个 华 标 的 
微分 的 平方 和 来 表示 。 
因此 ,在 非 慢性 参 总 季 统 中 ,间隔 的 平方 是 坐标 微分 的 一 般 形 
式 的 二 次 齐 式 , 也 就 是 襄 , 它 有 以 下 的 形式 : 
— ds gi OT: HT, (10-3) 
式 中 ,gr 是 坐标 的 某 些 画 数 ， 遍 是 蔽 它 是 空间 坐标 2%y, wo. zs 和 时 
间 举 标 zo 的 画 数 。 因 此 ， 候 如 我 们 应 用 非 民 性 柔和 纺 ， 四 度 坐 标 
Vo, Tl Wa, TF 将 是 曲 科 坐标 。 
决定 每 一 个 曲 杂 坐标 又 统 中 的 所 有 几何 特性 的 是 gw 确定 所 
器 定 央 -时 关 度 规 。 
证 然 as? 万 菊 如何 已 浆 不 是 平方 和 了 ， 用 不 的 时 间 堂 标 ws 二 
一 4 吐 失 去 了 意 儿 ,所 以 我 们 用 wot 或 吕 ) 来 代表 实 的 上 时间 举 标 叶 。 
显然 : 总 可 以 锡 为 gi 这 些 是 尘 指 标 《和 名 来 襄 是 对 称 的 { 即 
9 一 gkt)， 因为 它们 是 由 对 称 式 C10-3) 所 决定 的 ， 此 处 的 gm 和 
9xi 是 作为 问 一 个 积 dx dx 的 因子 出 现 的 。 在 一 般 情形 下 ， 一 共 
有 十 个 不 同 的 量 gm; 四 个 有 相同 的 指标 和 4x 372=6 个 有 不 同 
的 指标 。 在 一 个 惯性 参考 系 竹 中 ， 当 我 何 用 第 卡 匈 空间 举 标 
2 2 3 一 区 的 2 和 时 间 举 标 zo 二 of 时 ,gsr 各 量 是 
8 一 904 一 有 8 一直 800 一 一 1 当 1 于 时; gi 二 0 (10-4) 
上 其 有 这 些 g# 值 的 < 四 度 ) 誉 标 称 为 伽 利 暗 坐标 。 
在 上 一 节 中 已 经 证 明了 一 个 非 惯性 套 考 系统 与 其 一 引力 场 等 
价 。 更 在 我 们 看 出 ,在 相对 论 力 学 中 ， 这 些 引 力 妃 为 git 各 量 所 决 
定 。 
这 同样 可 以 应 用 到 “实在 "的 汤 也 有 同样 的 情况 。 任 何 引 力 场 
怡 怡 就 是 空间 -时 间 度 靓 的 一 个 改变 ,而 这 个 改变 明 由 9 各 莫 所 


出。 与 此 相应 ,以 后 , 凡 重 复 的 拉 了 字 指 标 带 意味 善 是 从 0 到 3 的 求 和 , 而 重复 的 
避 血 字 措 标 就 合 味 着 是 大 1 测 8 或 和 。 


7 第 上 章 ” 中 届 场 吊 的 粒子 


决定 的 ， 这 个 重要 事实 议 明 , 冠 央 ~- 时间 的 几何 人 性质 ( 它 的 府 规 ) 是 
由 物理 现象 所 决定 的 ,而 不 是 室 间 和 时 周 的 遇 有 手 寅 。 

建立 在 相对 论 基 础 上 的 引力 场 理 葵 称 为 广义 相对 花 。 它 是 由 
爱 因 斯 坦 提 出 来 的 (最 后 在 1916 年 建立 ), 井 且 在 现 有 的 物理 理 葵 
中 ， 它 或 许 是 明美 丽 的 。 突 出 的 邮 坊 是 爱 因 斯 坦 用 粳 扒 导 的 方法 
就 建立 了 这 个 理 葵 ,只 有 专 后 二 被 天 文 观 淹 所 证 实 。 

在 非 相对 论 力 学 中 ， 在 “实在 ”的 引力 场 和 与 非 惯性 参 者 系统 
竺 价 的 场 之 问 有 一 个 根本 的 荆 别 。 当 变换 到 惯性 参考 系 入 时 ， 二 
次 齐 式 (10-3) 中 的 gw 各 量 , 可 以 利用 简单 的 坐标 变换 从 它们 的 
伯 利 辽 慎 得 到 ;按照 这 个 道理 ,在 齐 性 矢 考 采 耕 由 ,gst 有 一 个 非常 
特殊 的 形式 ， 在 整个 宏 阅 中 可 利用 举 标 变换 他 为 它们 的 佑 利 略 值 
《10-4), 这 个 形式 所 以 是 非常 特殊 ,是 因为 在 一 般 情况 下 仅仅 只 用 
四 个 学 标的 变换 就 要 使 ga 的 十 个 量化 为 纠 定 的 形式 是 不 可 能 的 。 

用 任何 举 标 变 接 都 不 能 消除 “实在 ?的 引力 场 ; 换 和 名 讨 识 ,在 引 
妃 场 存在 时 ,空间 -时 间 是 这 样 的 ， 不 可 能 用 任何 坐标 变换 使 决定 
它 的 度 规 的 量 gis 在 整个 室 间 都 化 为 它们 的 伽 利 陪 值 。 将 这 样 的 
空间 -时 浊 称 为 非 欧 贰 里 得 的 室 间 -时 间或 讲 昌 的 空 届 -上 时间， 以 
区 别 二 欧 基 甲 得 的 或 平地 的 空间 -时 间 ; 在 平坦 的 空间 -时 则 中 ， 
一 Qs? 总 可 以 化 为 四 个 微分 的 平方 和 。 在 非 欧 氏 罕 问 中 , 欧 氏 九 何 
的 普通 定律 是 不 成 立 的 @。 

在 非 欧 氏 空 半 中 , 用 坐标 变换 所 能 做 到 的 是 将 gi 各 量 在 空 
闻 - 了 间 的 一 答 定 无 限 小 的 “体积 ?元 内 化 为 (10-4] 式 的 值 (也 就 是 


和 和， 其 闻 ， 训 实在 的 欧 拟 些 关 ~ 了 时间 肉 ，es* 中 三 个 具 加 促 标的 窒 分 前 平方 部 有 相同 
的 符号 ,而 下 六 #3 则 有 有利 芭 的 符号 \ 保 得 我 辐 示 引信 乞 本 标的 亏 )。 用 二 赤 式 dw。 一 
一 427 一 dz: 一 dzw 定义 的 四 度 几何 用 时 你 为 伪 欧 基 时 得 几何 ; 但 基 ， 我 税 在 此 款 未 引 
用 这 个 名 前 {必须 篆 上 出 ,在 增 欧 基 里 得 举 闻 - 寺 部 中 , 塌 生 网 几何 ， 即 三 度 凡 何 ， 亿 然 是 
其 蔚 于 的 }. 
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消除 中 广场 )， 而 在 空间 -时 间 的 其 你 部 分 gw 仍然 保留 为 非 向 利 
脱 储 。 实 际 上 ;在 一 个 无 限 小 的 区 战 内 ,gi 可 以 当 作 是 常数 ， 而 每 
一 个 以 常数 为 系数 的 二 葡 齐 式 帮 可 以 化 为 平方 和 的 形式 。 我 们 把 
下 样 的 坐标 系 芒 称 为 对 于 一 得 定点 的 伽利略 坐标 季 统 。 

我 们 注意 到 在 一 答 定 点 化 为 对 角形 式 之 后 ， 在 gm 各 基 中 有 
一 个 负 的 主 值 和 三 个 下 的 让 人 第 。 由 此 可 以 断定 ,由 gs 备 量 记 构成 
的 行列 式 9 在 实在 的 空间 -时 间 中 总 是 贷 的 。 

妃 到 现在 为 止 ;我 们 只 讨论 了 空间 和 上 时间 坐标 ,而 没有 考 虚 如 
何 选择 这 些 坐 标的 问题 。 关 于 这 个 洁 题 ， 广 义 相 对 论 中 坐标 季 东 
的 观念 ,与 狭义 相对 论 中 的 不 司 。 在 犹 义 相对论 中 ,我 们 用 彼此 之 
沽 有 固定 距离 ( 朗 狼 此 相对 静止) 的 物体 的 集合 作为 坐标 柔 统 ; 而 
在 广义 相对 菜 中 ,这 是 不 可 能 的 。 实 际 上 ,任何 引力 场 的 出 现 ， 正 
各 我 他 已 轻 知 道 的 ,就 意味 着 空间 -时 戎 度 规 的 改变 ,从 而 ,特别 是 
空间 本 身 的 度 规 车 与 了 时 并 有 关 , 虽 也 要 改变 ,这 玉 使 得 租 成 企 何 系 
统 的 物体 不 可 能 是 彼此 由 对 静止 的 名 。 显然 ,由 此 可 员 , 在 任何 物 
体系 统 中 ,物体 之 疝 的 相互 位置 不 能 事 为 是 不 变 的 。 

因此 ， 在 广义 相对 答 中 ， 物 体 彼此 相对 肯 止 的 观念 失去 了 章 
义 * 此 外 ,物体 运动 的 一 定 的 相对 速度 也 失去 了 意义 。 

按照 这 个 道理 ， 为 了 正确 地 定 出 物体 在 有 引力 塌 订 在 的 空间 
中 的 科 盾 ,严格 地 家 ,就 必须 有 一 个 由 读 劣 多 物体 组 成 的 系统 ， 这 
些 物 体 充 满 搓 个 宏 间 ， 这 样 的 一 个 物体 条 统 ， 加 上 与 每 个 物体 相 
联系 着 的 一 个 锋 ( 这 些 甸 可 以 任意 地 导 录 时 间 )， 就 构成 了 广义 相 
对 论 中 的 大 者 系统 


名 ” 薄 煤 的 变 胶 之 所 具 不 可 各 复 从 下 面 的 例子 就 可 点 戎 三 地 看 出 来 。 在 非 玻 抠 
空间 中 ,加 周 与 站 父 的 比值 不 是 2x, 而 且 - -~ 般 地 就 ， 是 哩 着 时 间 变 化 的 。 困 此 ,假如 隐 
的 物体 的 半径 不 变 ,那么 ,图 周 也 会 发 生 迹 化 ,反之 亦 然 ， 
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$10-3. 曲 禾 坐标 


我 他 已 经 看 到 在 研究 引力 晶 时 用 曲 粮 坐标 来 考虑 癌 题 的 必要 
性 。 内 此 ; 就 必须 发 展 任意 曲 太 誉 标 中 的 四 度 玫 何 。 从 车 30-3 到 
3 10-7, 我 们 将 专门 计 论 这 一 问题 ， . 

慢 我 们 研究 从 一 个 坐标 系 航 20 205 22, 2 到 另 一 个 半 标 系统 
v0, wl v3, EE 的 变换 ， ” 

~ Zio= 下 Co， wl, :3 2 

式 中 , 护 是 某 些 西 数 。 在 变换 举 杯 时 ， 坐 标的 微分 按照 下 面 的 关 
系 式 变换 : 


dy: = 0 dath. (10-5) 


如果 任何 四 个 量 2441==0.1, 多 3) 的 集合 ， 在 坐标 变换 时 象 坐 
标的 微分 一 样 地 变换 , 都 么 , 这 四 个 量 的 集合 称 为 四 度 道 变 矢量 。 
因此 ,在 华 标 变 换 时 ， 
= (10-6) 

我 们 将 用 右上 和 角 的 指标 表示 逆 变 矢量 的 分 量 卫 。 
雁 罗 是 某 一 标量 。 在 坐标 变 摘 时 ,四 个 量 99 3x! 局 照 公式 
变换 ,这 个 公式 与 公式 (10-6) 不 同 。 如 果 四 个 量 的 集合 4; 在 坐标 
变换 时 象 一 个 标量 的 导数 一 样 变换 , 闭 么 ,这 四 个 草 的 集合 称 为 四 
床 协 变 矢 量 。 因 此 , 在 学 标 变换 时 ， 


dwt, 
A 和 Ai C10-8) 


A 


直 ; 一 


国 ” 虽 标 好 的 王 分 末 贞 构 戏 一 个 着 亚 关 靶 ， 我 们 应 此 和 以后 部 将 指标 号 放 要 标 
字 保 的 右上 角 , 只 有 当 把 指标 写 在 各 上 和 感到 下 方便 时 , 才 将 它 符 在 在下 角 [ 例 如 我 洒 
未 村 (ass 而 号 
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我 们 用 右 下 角 的 指标 表示 协 变 矢 生 的 分 量 。 
在 稼 : 卡 儿 坐标 闪 统 中 ， 协 变 矢 大 与 道 变 失 量 沿 有 区 别 一 一 变 
换 规律 (10-42 和 (30-8) 在 这 个 情形 下 基 一 样 的 所。 
因为 在 昌 错 于 标 中 出 现 了 两 种 不 同形 式 的 矢量 ， 所 以 与 乙 相 
应 就 有 三 种 不 同形 式 的 二 阶 线 量 。 象 两 个 逆 变 矢量 的 分 监 的 乘积 
一 样 变换 ,也 就 是 按照 规律 
i Bo Am 


Ea di C10-9) 


变换 的 十 冯 个 芭 的 集合 称 为 二 阶 担 变 晓 量 44#。 同 理 , 我 们 定义 控 
下 式 蛮 换 的 十 六 个 量 的 集合 为 协 安 张 量 : 


4 二 TT oF {my C10-10) 
同时 ， 又 定义 按 下 式 次 换 的 十 六 个 些 的 集合 为 泥 合 瑟 量 ; 
9’ ve, . 


可 以 有 几 与 此 完全 英 似 的 方法 来 定义 襄 阶 虫 其 , 例 旭 张 量 4 
对 于 三 个 指标 是 协 变 的 ,而 对 本 一 个 指标 则 是 道 变 的 ,其 变 江 规律 
如 下 : 


Bo For yl: Dom ，， 
Da dai Ou! Dwrt P's 
假如 一 个 张 量 对 任何 一 对 指标 《两 个 指标 都 是 协 变 的 或 虱 是 道 变 
的 ) 来 强 是 对 称 的 或 反对 称 的， 者 之, 在 任何 坐标 系 纹 中 安倍 带 你 
持 不 变 。 光 杆 混 合 张 苏 ， 例如 4 对 称 性 和 反对 称 性 的 概念 到 没 
有 有 意义 ,因为 对 于 不 同 的 指标 有 不 同 的 变局 规律 与 其 对 应 ,所 以 当 


名 码 此 只 须 握 出 ， 在 笠 卡 名 琢 标 中 ， 檬 上 度 具 育 与 世人 地 所 有 矢量 相同 的 畦 性 。 变 
换 {10-6) 和 和 亚 换 (10-8) 的 等 歼 性 可 以 形 蕊 地租 证 如 下 。 从 一 个 第 卡 咯 举 标 到 另 一 :个 
香 卡 免责 标 的 碍 换 是 经 性 变换 ,其 形式 为 刀 二 alka 人 , 此 处 的 ai 越 常数 ,满足 玉 谓 上 
突 厅 件 per 二 wa 深 脱 公式 (10-87 和 (0-3)， 我 同 有 -一 ai 而 4 一 oo 
用 oh 葬 第 二 个 富 式 , 再 对 | 求 和 ， 获 们 就 得 到 和 1 二 onA4f， 这 就 是 放风 4 的 变 槐 -一 
样 。 


mm. 一 一 
本 8 一 
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我 们 从 一 个 坐标 夭 策 灾 换 到 另 一 个 坐 慰 夭 统 时 ， 一 : 般 来 说 ,对 称 性 
要 改变 。 

很 如 一 个 张 世 ( 朗 所 有 它 的 分 量 ?) 在 一 个 坐标 柔 业 中 为 雾 ， 那 
么 ， 它 在 任何 其 他 坐标 系统 中 也 为 雳 。 两 个 则 为 道 变 或 局 为 协 变 
性 质 的 张 量 之 和 仍 为 一 个 道 变 或 协 变性 里 的 张 量 。 

显而易见 ， 矢 量 4 和 如 的 分 量 的 乘积 是 一 个 形式 为 4i 的 
强 量 ， 矢 量 4; 和 让 的 分 量 的 乘积 是 一 个 形式 为 44 的 号 量 。 而 
和 天 量 4 和 张 量 4* 的 张 积 是 一 个 形式 为 4 毕 的 张 量 ; 其 余 类 推 。 

在 迄 卡 儿 举 和 标 中 ,由 任何 两 个 矢量 可 以 造 出 -一 个 标量 (两 个 矢 
量 的 标 积 )。 在 曲线 举 标 中 ,我 们 不 可 能 从 任意 两 个 矢量 造 出 一 个 
标量 ; 也 就 是 疯 ， 从 两 个 协 变 或 两 个 道 变 矢 基 不 可 能 造 出 一 个 标 
里 。 相 反 地 ， 我 们 可 以 从 一 个 道 变 矢量 4: 和 一 个 协 变 矢 量 局 造 
出 一 个 标量 ; 这 个 标量 就 是 4iB;, 振 称 之 为 矢量 4i 和 和 失 量 的 标 
积 。 利 用 变换 公式 C10-6D 和 C10-8) 不 难 证 明 ，4'B: 确实 是 一 个 标 
量 。 

从 两 个 和 拓 量 造 出 一 个 标量 是 下 面 将 要 介 有 疗 的 张 量 “ 太 并 "法 则 
的 一 个 特例 。 没 如 我 们 和 一 个 路 量 4 拖 么 4 人 【对 宇 求 
和 ) 也 尾 一 个 张 量 , 其 阶 比 44: :$6: ; 的 低 二 ， 因 此 ,例如 从 张 量 4 
可 以 造 出 一 个 标量 41。 实 际 . 上 ,按照 (0 11), 


下 0 
Bw'!t Grr 4 = Be 二 


这 就 是 裔 ,41 的 确 是 一 个 不 变量 中 , 同 理 ,4 访 和 A448B4 都 是 标量 ， 
以 此 类 推 。Aitt 是 一 个 二 阶 协 变 经 量 ,4%B* 是 一 个 道 变 矢量 ,以 
此 类 推 。 

应 评注 意 , 按 照 两 个 右上 角 战 右 下 角 的 指标 《例如 4 4) 求 和 
所 得 的 式 子 赤 非 忠 量 。 以 后 我 们 不 用 这 些 量 。 


地 标 由 机 不 变 明 是 同 义 的 汗 济 。 


= 一 
下 


§ 10-3 临 说 坐 标 Ei 

曲 条 坐标 中 的 单位 张 量 舟 是 混合 红 朋 57， 它 的 分 量 当 直下 

时 筹 于 0, 而 当 1= 环 时， 则 和 馈 于 1， 假如 1 4 是 一 个 天 量 ， 那 么 ,用 
54 生 之 ,就 得 到 


ArBF = A 
它 仍 然 是 一 个 矢量 ; 这 也 证 明了 计 是 一 个 张 量 。 
区 元 的 平方 8? 是 微分 dw! 的 二 次 画 数 ,也 就 是 


一 上 3 一 和 GT ， (10-12) 
式 中 ，grs 是 华 标 的 图 数 ,gis 对 于 指标 i 和 上 是 对 称 的 ,就 是 说 ， 
Qip= ri. C10-13) 


租 热 ga 与 道 变 线 量 dx? 的 积 (入 措 ) 是 一 个 标量 ， 那 么 ， 
#82 就 是 一 个 协 变 张 量 。 张 量 git 称 为 度 规 张 量 。 
在 10-2 中 栽 们 已 经 指出 ,在 实 的 欧 代 定 间 - 时 和 间 夫 ,适当 选 
择 坐 标 系 弥 , 张 量 gi 总 可 以 (在 一 孝 定 点 ?化 为 伽利略 式 
fi 0 0 0 
一 ”9° . (C10-14) 
0 0 1 0 
0 nn 0 一 3 | 
车 两 个 张 量 4m 和 B* 满 足 条件 
Aibrt= 06!, 
则 称 这 二 个 张 量 为 互 为 倒数 。 
就 特例 而 首 , 张 量 g 的 倒数 称 为 道 变 度 规 张 最 94 就 是 说 ， 
ying = Of C10-15) 
佑 利 临 张 量 go 的 妇 量 显然 与 张 量 84 的 分 量 一 样 。 
在 四 度 饭 卡 匈 谷 标 系 圭 中 ,如 我 们 已 称 指 出 的 , 协 变 矢量 与 道 
变 和 拓 量 之 间 硅 无 差别 ; 然而 , 当 在 曲 厂 坐标 时 ,就 有 了 差别 。 因 此 ， 
慨 如 任何 物理 基 在 笛 卡 儿 举 标 邓 和 统 中 是 矢量 ,那么 , 当 变 到 曲线 坐 
标 寻 ， 它 就 可 内 表 为 两 种 形式 ， 协 变 矢量 的 形式 或 道 变 欠 量 的 形 
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式 。 我 们 用 同 … 个 符 另 代表 一 个 矢量 的 两 个 形式 ， 只 是 几 右 上 角 
的 指标 和 有 下 衣 的 指标 类 区 别 它 个 (有 4' 和 4 

很 容易 我 出 一 些 公 式 ， 用 这 些 公式 ， 我 们 可 以 将 矢量 从 协 变 
形式 灾 罗 竟 变 形式 ,或 从 道 变形 式 变 为 协 变形 式 。 首 先 要 知道 , 唯 
一 能 决定 协 变 分 旺 和 道 变 分 量 的 关系 的 量 是 庶 规 绰 量 的 分 量 。 此 
外 ,在 稼 本 兄 侍 标 系 芋 { 就 是 ga 一 5t 的 坐标 系统 ) 中 ,所 要 求 的 关 
系 必 须 化 为 4 一 4 记 :, 因 i 为 了 用 一 个 协 变 矢量 来 表示 一 个 道 变 
估 生 ;我 们 应 当 用 分 量 4 和 度 规 张 其 的 分 量 租 成 一 个 满足 所 提 笨 
作 的 逆 变 多 最 ,这 样 的 省 变 矢量 是 

Ai= giAs; {10—16) 

反之 ， 4 {10-17) 
实际 上 ; 在 币 卡 见 举 标 系 级 中 ,gtr=S0, 这 些 公式 答 出 4 一 4 者 
这 正 是 应 被 有 的 。 

我 们 汗 坦 ,在 借 利 上 略 坐标 路, 舌 量 的 协 变 务 基 与 其 逆 变 分 芋 
不 完全 一 样 ， 


4 一 44， = A 
上 画 所 况 的 一 切 也 能 占用 于 张 其 。 每 个 在 笛 卡 中 坐标 系统 中 
- 的 张 甘 ; 在 灾 为 则 如 坐标 后 ;可 以 用 许多 形式 来 表示 ， 这 许多 形式 
有 不 辐 的 协 变 与 逆 变 的 特性 ， 我 们 用 带 有 不 同 指标 的 字母 米 代 表 


二 在 星 具 受 在 其 地利 亿 的 地 方 ,我 俏 在 证明 中 用 了 身 卡 外 于 标 和 对 态 , 必须 记 将 ， 
只有 半生 阳 旦 欧 瑟 空间 上 时， 我 个 才能 引用 启 卡 铬 从 标示 硫 。 蛮 非 欧 包 宇 赔 的 情况 下 ， 
我 疾 挛 鞍 盟 中 可 惨 汰 唐 在 一 租 定 的 无 限 小 体积 元 内 的 符 书 所 浴 标 ， 这 总 是 可 能 的 《 曝 
3102)。 所 有 的 精 纺 对 手 非 欧 氏 空间 也 是 由 等 的 。 在 与 此 相 伏 的 情形 中 ,上 以 后 闪 们 为 
条 呈 起 见 常 提 到 科 卡 名 季 标 巴 蒜 ， 必 天 如 住 ， 所 有 的 烙 果 对 于 非 欧 纪 空间 同样 可 以 应 
用 . 

必 基 指出 , 在 旋 实 的 年 章 -上 时间 中 ,假如 我 站 用 实 的 事 标 2 郁 么 ,一 ds? 可 能 化 为 
爷 香 天 形 式 ( 公 仅 条 - 葵 定 的 无 涌 小 的 体积 元 内 》， 在 其 中， 在 兰 们 微 从 的 平 万 的 永 数 
许 还 , 另 一 全 为 百 。 然 而 ,这 夭 和 情况 兰 丰 改变 黎 一 节 币 点 后 各 节 中 的 精 阳 ， 因 访 估 师 利 
赂 囊 标 的 枉 为 下 库 谊 卡 岳 业 标 ,其 须要 用 富 ”与 主 的 潜 积 代 桂 2 就 行 了 。 


§ 10-3 遇 秋 二 标 况 1 


同一 组 基 的 趟 同形 式 。 忠 最 的 不 问 形 式 之 疝 的 变换 可 以 用 与 冬 量 
变换 相 类 似 的 方法 米 完成 。 因 此 ， 
如 的 md 
我 们 应 葡 注 意 ; 假 如 -个 二 阶 张 量 直 是 对 称 的 那么 ， 我 们 必须 将 
和 和 4 加 雇 区 别 , 也 加 是 区 别 指 标 是 从 什么 位 慎 天 起 的 。 
在 第 卡 儿 上 坐标 系统 中 ，--- 个 和 天 量 的 弧 对 值 的 平方 等 填 其 分 呈 
的 平方 和 。 显 而 易 邵 ， 一 个 矢量 在 曲 辜 坐标 中 的 稳 对 值 的 平方 也 


是 一 个 标量 ， 


AiAdi=— gudidr= gr A; dy. ， C10-18) 
值得 指出 ， 在 张 沈 的 张 积 中 求 和 的 指标 有 一 些 移动 的 自由 、 
例如 ， 
4 = A Bir, 可 计 召 下 一 AFHBi, 等 学 ， 

只 章 一 个 指标 在 一 个 因子 中 降低 就 可 以 在 另 一 因子 中 将 同一 
指标 升 高 《利用 虑 量 的 协 变 分 量 和 递 变 分 量 之 轩 的 借 张 量 gw 来 
突现 的 联系, 很 容易 证 实 这 一 点 )。 

在 1-6 中 ,我们 定 义 了 《在 箔 卡 九 坐 标 洒 款 中 ) 完 侈 友 对 称 
-的 单位 顾 并 证 tirrm， 我 个 更 在 来 改变 它 , 使 它 适 合 于 任意 的 曲 税 
学 标 索 箔 。 首先 我 们 注意 ， 从 emrm 的 定义 ， 对 于 一 个 任意 瞩 蘑 
我 全 可 以 写 出 : 

enrst uhh kim— Ferermy 30-1873 
式 中 ,是 由 kw 各 基 构 成 的 行列 式 。 事 实 上 ， 行列 式 的 个 别 的 项 
是 这 样 得 米 的 ; 按 每 行 取 一 个 (于 是 237 关 s 于 分 和 每 列 取 一 个 (于 
是 i 和 #1 去 m) 的 原则 选取 四 个 诛 素 ; 它们 乘积 的 正 负 号 是 这 样 
决定 的 , 当 行 的 秩序 变 为 与 列 的 秩序 一 样 时 ,看 换 位 的 次 数 是 单数 
还 是 双 数 , 双 数 就 给 予 下 二, 痢 数 就 办 了 予 久 导 。 

按照 张 量 变换 的 普 通 法 则 并 利用 (10-19) 式 , 当 过 滤 到 曲 镜 举 
标 时 ,我 们 有 


尖 2 第 二 阐 “下 力 泣 中 的 粒子 


,A Or gr: Ar! ， 

i a er, ,ud 

Pim nretgot Bor Der Dum ™ ikin, 
a wT, 和 和 


其 中 了 一 - 人 5) 
是 从 坐标 w’ 到 w"' 的 雅 可 毕 变 换 式 。 这 个 雅 可 毕 变换 式 可 以 用 由 
张 量 gi: 棉 成 的 行列 式 光 来 表示 。 我 们 要 注意 既然 在 身 卡 儿 华 


标 邓 级 中 ， ik = ip, 那么 , 按 腿 变换 公式 ， 
8 et ed 
二 fm De A . 


上 比较 这 个 方程 琴 边 的 曹 所 构成 的 行列 式 ， 我 位 得 到 1=9J?， 朗 
V9 一 1/J; 然而 我 何以 后 在 平方 根 内 总 写 一 9， 周 为 实际 上 对 于 
所 有 与 起 实 的 空间 -时 间 相 联系 的 华 标 ,行列 式 9 是 负 的 ( 见 和 10- 
2)。 从 C10-20) 式 ,我 们 现在 得 到 
ef xm 一 Vg erptm. 
因此 ,在 则 术 坐标 中 ,于 阶 反对 称 的 单位 张 量 必 须 如 下 定义 : 
Eipim = | — geshtm, 
将 张 量 V 一 9 emm 的 指标 升 高 ， 不 难 证 明 四 阶 反 对 称 的 逆 变 
单位 张 量 是 


tm 一 一 espm. 
1 
在 笛 卡 儿 坐 标 系统 中 ,一 个 标量 对 4 一 2oodzftaeados 的 积分 仍 
是 一 个 标量 ,这 就 是 说 6 在 积分 中 具有 不 变量 的 特征 ( 见 和 1-6)。 
在 变换 到 曲线 坐标 x 有 时， 积分 元 0 变 为 BA 一 六 一 Ya 因 
此 ,在 曲 科 坐标 中 ,在 四 度 空间 的 某 一 区 域内 积分 时 ，Y 一 ga 具 
有 不 变量 的 特征 从。 


加 假如 = 是 一 个 标量， 那么 ， 量 ! 一 &? 在 对 1! 积分 时 办 出 一 个 不 蛮 量 ， 这 
个 是 有 时 称 为 标 基 密度 。 关 但 地 ， 我 四 棚 Y 二 9 < W 一 了 4 为 秋 量 密度 和 张 芋 
密度 ,等 等 。 这 些 基 在 一 个 元 限 小 的 四 度 体 积 上 积分 时 ， 答 出 相应 的 矢量 或 张 县 ; 在 一 
个 丰 限 区 域内 所 取 的 积分 -11Y 一 Hd 一 般 衣 玉 不 是 一 个 矢量 ,因为 各 中 47 的 变 
换 褒 竺 在 区 域内 的 不 同 点 是 不 同 的 。 
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在 千 1-8 林 基 于 在 超 曲面 上 的 积分 元 曲面 上 的 积分 元 的 曲 姜 
上 的 积分 元 等 的 薪 述 对 于 呈 匡 坐标 也 尝 持 有 效 , 只 有 一 点 例外 ,部 
对 侦 张 量 的 定 双 有些 改变 。 由 汉 个 无 限 小 线段 所 构成 的 超 曲面 的 
“面积 "元 是 一 个 道 变 反 对 称 张 是 28 Wi 与 其 对 俩 的 拓 基 可 用 张 量 
VV 一 9 exwtm 彝 之 得 到 , 朗 等 于 


(Id8 tm drm DH. C10-21) 


同 至 ， 假如 叮 ”“ 是 个 (两 度 的 ) 面 元 ， 埋 旦 是 由 两 个 无 鹤 小 
的 米 段 构成 ,那么 ,与 北 对 侦 的 张 野 就 由 下 式 答 出 : 


一 了 41 和 er 古人 (10-22) 


我 们 象 以 前 一 样 在 此 用 85 和 ot 分 别 代表 二 amer sw 和 
半 eatn dfim (不 是 它们 与 9 的 乘积 ); 各 种 积分 彼此 变换 的 法 
则 GQ-85) 一 (1-37) 也 一 样 ,因为 它们 的 推导 具有 炳 形式 的 性 贤 , 而 
与 相应 的 量 的 张 车 性 妖 无 关 。 它 位 之 中 ， 有 -个 次 换 法 则 是 特别 
需要 的 ， 这 就 是 将 在 -个 超 上 曲面 上 的 积分 变换 为 在 一 个 体积 上 的 
积分 的 姿 换 法 则 (高 斯 定理 ), 这 个 变换 可 以 用 下 面 的 替换 来 实现 ; 

asiaD52 (10-29) 


$10-4. 距 诊 与 时 间 间 隔 

我 们 已 经 毫 过 ， 人 在 广义 相对 论 中 ， 革 于 举 标 系统 的 选择 并 示 
吉 任 向 限制 ， 三 个 空间 举 标 2 22 科 可 坟 是 决定 入 体 在 宝 间 中 的 
亿 置 的 任何 量 ， 耐 时间 举人 慰 如 出 可 以 用 一 个 任意 行走 的 急 来 境 
定 。 因 此 就 有 这 样 -个 问题 发 生 , 即 如 何 用 2 2 ap 如 这 些 量 的 
值 末 琢 示 实 在 的 政 离 和 时 间 半 了 贤 。 

首先 ， 我 们 我 出 固有 时 《以 后 , 载 倍 用 7 来 代表 它 ) 与 坐标 邮 
的 关系 ,为 此 ,我 们 来 着 政 在 室 间 的 同一 点 发 些 的 两 个 无 限 近 的 溃 
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件 。 和 我 全 所 知道 的 ， 调 个 志 件 的 间隔 四 恰 8 是。 ed, 此 处 的 7 只 是 
两 个 事件 之 出 的 邮 有 时 间 上 也。 因此 ,在 普通 式 子 一 d8? 二 gidwidx? 
内 , 设 dw =dm? 一 dw? ==0. 我 们 便 求 得 


ds = — CT 00d, 


从 而， dTr= TV gad; 《10-24 
在 室 册 的 闫 -- 点 盘 生 的 任意 两 个 事件 之 畴 的 果 昌 
r= ”goodw. (10-25) 


这 个 关系 式 决定 机 应 于 坐标 x 的 变化 的 因 有 时 间隔 上 或 称 对 
于 空间 的 一 葵 定 点 的 圈 有 时 间隔 》， 我们 注意 到 ;从 这 些 公式 可 以 


看 二 ,最 go 是 外 的 , 即 
Fo CO-26) 


必须 强 斋 指 出 下 耳 两 个 策 件 写 疼 的 花 别 , 即 条 件 C10-25Y 和 版 
基 B 的 写 值 有 三 个 必须 为 正 而 有 -- 个 必须 为 所 世 所 第 192 由 > 的 
条 件 。 一 个 不 泪 足 第 二 个 条 件 的 虑 贡 9 : 盘 不 能 与 任何 蜂 实 的 
引力 场 由 应 ,也 就 是 鼻 它 不 能 是 一 个 其实 的 空 骨 -时 沽 的 谋 度 。 不 
满足 条 件 《10-26) 久 表 明 相 应 的 参考 邓 统 不 能 用 同 痰 的 物体 米 实 
击 , 假 妇 这 时 加 在 主 佣 上 的 条 件 被 泗 下 了 , 形 么 -个 适当 的 坐标 变 
换 可 和 以 使 go 为 负 《 许 转学 标 柔 统 就 是 这 种 柔和 范 的 :个 例子 ， 品 
$10—11), 

现在 我 们 来 求 空间 距 交 元 下 ， 在 狭义 相 半 论 中 必 1-2), 我 们 
可 定义 左 为 两 个 在 同一 时 间 发 生 的 而 栅 距 为 芷 限 近 的 事件 天 的 
间 陋 。 在 / 义 相 对 论 中 ,这 在 通常 的 情况 下 起 处 可 能 的 ， 就 赴 襄 
简单 地 使 在 吧 中 的 dx?=0 来 决定 型 是 不 可 能 的 ， 这 是 因为 在 中 
力 场 中 ,对 于 空间 的 不 同 点 ,固有 时 -与 坐标 如 有 不 同 的 关系 。 

为 了 求 配 现在 我 们 进行 如 下 ， 假 设 一 个 光 偿 号 从 空间 的 一 
给 定点 跑 向 相距 无 限 近 的 另 一 点 ， 热 后 叉 消 原 路 辐 去 . .显然 《从 
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空间 的 一 点 观察 为 此 所 需 的 寺 间 驼 以 基 两 点 间 的 距离 的 两 
. 倍 。 我 们 写 出 间 取 , 开 将 时 间 从 标 和 空间 沽 隔 分 并 : 

— d= sd dv + guad rw dr + yoodw?, C10-27) 
在 此 ,不 襄 而 喀 ， 对 于 任 分 重复 的 希 异 字 世 指标 ， 我们 部 从 1 到 3 
求 和 。 代 表 信 号 从 一 点 出 发 和 代 琢 敲 信号 到 达 另 一 点 的 两 个 事件 
的 天 隧 , 如 我 们 所 知道 的 ， 应 总 为 瑚 。 命 ds?*=0, 我 们 求 得 代号 从 
第 一 点 到 第 二 点 的 售 播 时间 为 


deh {gd ~ 1 Cgor90g gaago0 dvr dw . 
[i 


我们 选择 了 方程 4s:= 0 的 正 栋 )。 对 于 代号 从 第 二 点 到 第 一 
的 友 运动 ，“ 了 时间 ”&wP? 将 由 这 同一 公式 所 决定 ， 不 过 这 于 必须 疏 
变 所 有 ge” 站 


4 一 {ord — Viigougos— gasgoo dm dro} 


内 此 ， 信人 中 点 出 发 而 义 回 到 读 点 的 "时间 *” 问 电 畦 于 


十 co 人 ?一 一 Vadyys — aegoo) do" ds. 
Qu 


按照 (10-24), 将 上 式 乘 以 Y 一 goo/e:， 就 得 到 相应 的 园 有 时 
问世 ,再 本 以 c/3, 屿 得 到 两 点 半 的 焉 离 以 。 辕 果 , 我 俩 得 到 
一 Jur us 全 
l= (r 一 Sees ja de 


这 就 十 所 要 求 的 用 室 间 坐标 元 来 确定 中 离 的 址 子 。 我 策 把 它 
改写 如 下 ， 


dl2 一 yo edw das, {10-28) 
共 中 ， eg (10-29) 
#0o0 


是 三 度 度 规 瞩 量 ， 它 决定 空间 的 度 规 ， 水 郎 决定 空间 的 几何 性 


224 弟 主 章 中. 六 举 的 粒子 
质 d。 

关系 式 (10-29] 联 系 实在 的 宣 间 的 府 规 和 四 度 的 空间 -时 间 的 
度 规 @。 

然而 ， 我 们 必须 如 着 ，gs 一 般 与 m 有 关 ， 因 而 ， 空 间 度 规 
《10-28) 也 随 着 时 间 变 化 ,根据 这 个 理由 ,将 看 积 分 束 没 有 意义 ;这 
个 积分 与 空间 中 输 定 的 两 点 间 鸭 慌 界 线 ( 沿 着 它 积分 ) 有 关 。 因 此， 
一 般 来 说 ,在 广义 相对 论 中 ,物体 了 的 一 定 的 于 离 的 购 念 失掉 了 意 
义 ,仅仅 对 于 光 限 小 的 距离 还 保持 有 效 。 只 有 在 gw 与 时 间 无 关 的 
情形 下 , 沿 普 一 条 空间 曲 本 的 积分 7 有 一 定 的 意义 , 这 时 才能 
在 空间 的 一 个 有 限 区 城内 苍 距 离 下 定义 ， 

现在 我 们 得 来 诸 论 广义 相对 论 中 的 “同时 * 锥 念 的 定义 ， 换 甸 
话 坝 ,我 们 时 痊 在 空间 不 同 点 的 铀 能 否 同步 的 沿 题 ,也 就 十 这 些 钾 
的 对 时 间 题 。 

圾 有 一 个 信号 从 某 -点 如 出 法 ,出 相距 为 无 限 近 的 4 点 行进 ， 


芭 ， 我 协 注 查 , 缆 是 78 是 赣 变 三 度 闫 监 9 的 及 数 ， 宣 实 上 从 年 名 各 二 天 ,我 
幸 帮 (就 特例 而 言 ) 。 
gagasy gr go =8Y yy gg0 ty" 04 0. 
只 第 二 个 窜 式 求 出 9<"， 和 着 代 和 人 第 一 个 宫 式 ， 就 得 到 9583+57 一 各， 这 就 是 所 机 嫩 阴 
购 。 


我 全 地 要 指出 ， 几 gz 和 Yr8 租 成 的 行列 成 ! 和 今后 此 二 间 有 =gaoy 的 关系 
存在 ， 
名 二 东 并 或 20- 中 ) 显 艇 风力 是 下 定式 。 六 此 ,内 二 六 谋 式 的 理论 我 俏 知 道 ,六 5 
此 它 的 双 数 必 续 满 赴 下列 各 条 件 : 
| yr ya | ; Yi Yis 
, >, Yar Teg ew ed 
2 Yel Yas Taa | 
很 容易 证 明 , 癌 用 gts 表示 116 则 这 些 条 件 就 表示 为 如 下 的 形式 ; 
| 8ou Jor Yos 
ig Yr Yin 
yao Jar es 
往 些 条 件 , 速 同 条 件 1410-263 在 一 起 ， 必 有希 二 此 量 竹 针 个 参考 采访 由 的 分 黄 骨 背 足 ， 这 
上 冀 参 考 系统 可 以 用 实在 的 物华 来 得 到 。 


Yt >D,. 


dom #0 


<O, oO, yet, 


| gro gid 
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然后 池 即 义 从 4 点 运 林 到 如 点 。 信号 从 传播 到 4, 又 从 4 传播 
到 BB 的 “时 间 * 分 别 等 于 gog 和 dog 这 种 上 而 已 经 确定 了 的 ,此 
处 的 距离 是 从 4 点 到 如 点 的 距离 ， 鼎 如 ”是 信号 到 达 4 点 的 皮 
间 , 那 么 ,信号 从 点 出 发 的 咀 间 是 "一 de 而 信号 网 到 如 点 的 
瞬间 就 是 ze 二 as。 品 然 ,我 们 必须 在 认为 信号 到 达 和 4 点 与 在 及 
点 的 色 二 信号 出 发 和 信号 四 米 的 一 瞬间 的 中 国 的 指示 同时 。 换 多 
话 吏 ,在 4 点 的 杉 间 台 和 存 刀 点 的 瞬 半 9 二 As9 二 wn 十 人 
是 同时 的 。 利 用 上 而 已 辑 求 出 的 dz 名 和 dz 从 的 表示 式 ， 对 于 其 
个 发 生 在 相 路 为 无 限 近 的 -点 的 同时 事件 ,其 时间” 之 差 慎 可 
以 写成 如 下 形式 : 


留 
各 20 一 -ee 【10-307 
0 


这 个 关系 使 我 们 能 够 在 空间 的 任何 无 限 小 的 体积 内 来 校准 锋 。 从 
8 点 娘 炳 作 类 似 的 校准 ， 我 们 可 以 沿 任何 ( 非 队 合 的 ) 曲 米 核 准 不 
同 的 镍 ,也 就 是 襄 我 们 能 够 确定 上 志 件 的 同时 性 。 

然而 , 彼 如 我 们 沿 着 任何 阿 合 路 径 米 校准 时 间 ， 那 么 , 粘 果 证 
明 是 不 可 能 的 。 事 实 上 ; 沿 善 兰 介 路 径 行 进 , 又 回 到 原来 用 发 的 那 
一 点 ,一般 地 襄 , 对 于 As 我 倍 得 到 一 个 不 等 于 零 的 书 。 要 在 整个 
室 间 中 校准 时 了 珊 尤 其 是 不 可 能 的 ; 也 就 是 说 ,在 广义 相对 葡 中 ， 事 
件 的 同时 性 不 仪 在 不 同 的 参考 这 统 中 有 不 同 的 意义 ， 止 如 在 狭义 
相对 论 中 一 样 , 而且, 一般 地 衣 ， 共 至 要 在 一 个 单 放 的 参考 系统 中 
来 确定 它 册 是 不 可 能 的 。 只 有 在 90s 各 量 都 为 寄 的 参考 系统 后 才 
有 可 能 玉 校准 馈 ( 在 其 参考 条 统 中 ; 只 要 适当 地 选择 坐标 ww, 是 能 
够 使 gux 各 旦 换 为 次 的 ) 

最 后 ， 假 奶 我 全 皮 直 在 室 图 的 某 - -点 上 发 生 的 两 个 事件 的 男 
有 时间 卫 ， 和 拜 且 考 虐 在 空间 的 另 一 点 上 同时 发 生 的 两 个 事件 的 轩 
有 财 尖 也; 那么, 一般 地 器， 这 两 个 时 胆 妈 陋 是 不 但 等 的 ， 这 级 是 
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击 ， 固 有 时 在 空间 的 不 同 点 疹 逝 的 快慢 不 一 样 。 在 洛 有 引力 场 出 
现时 , 锋 的 速率 仅 与 参考 系统 的 选择 有 关 ; 而 在 广义 相对 苍 中 ， 其 
至 在 同一 个 参考 系统 中 , 链 的 速率 在 室 凡 的 不 同 点 也 是 不 同 的 。 


二 10-5， 协 变种 分 

在 笛 卡 儿 誉 标 系统 中 号 ,从 晤 4 的 微分 641 仍然 是 天 草 ， 而 
矢量 的 分 明 对 坐标 的 导数 941/9x? 构成 -个 虫 量 。 人 在 曲线 坐标 中 
就 不 是 这 样 ; 441 不是 失 量 ，3447Bwr 不 是 瑟 最 。 这 是 由 于 9%4; 是 
在 空间 不 同上 (相距 无 限 近 ) 的 矢 景 蕉 ,而 在 这 些 定 间 不 同 点 土 , 乱 
得 的 变换 是 不 同 的 ,因为 变换 公式 (10-6), 《10-8) 中 的 采 统 必 上 坐标 
的 画 数 . 

这 些 撕 不 难 直接 证 有 明 。 为 此 ， 我 俏 求 微分 4; 在 地 炉 党 处 中 
的 袍 换 公 式 。 一 个 协 变 矢 重 是 按照 公式 


局 op 
i 二 .Ar 
Dur 
变换 的 ,因而 
已 了 于 Ca _ ook Dp 
如 4 一 -dd Aia -A 
Dar kT A Bor go Ht Tt Ar ig ™ 


因此 ,84; 棋 本 不 象 矢 量 一 样 挛 搜 { 首 变 天 量 的 微分 当然 也 是 
这 樟 )。 仪 仪 当 一 次 导数 925/9419w5 一 0 时, 即 当 sw 是 浇 的 一 兢 


丽 数 时 ,变换 公式 有 以 王 的 形式 : 
Gd， 一 ax dA:, 
Dori 


怀 是 般 象 矢量 一 样 变换 。 

现 华 我 们 研究 张 量 的 定义 ， 这 个 张 量 在 昌黎 坐标 内 所 起 的 作 
用 ;正如 34ef3x* 在 管 卡 儿 堂 标 中 所 起 的 作用 一 样 ， 换 名 话说 ,我 
. 向 应 当 将 34*/asr 从 笛 卡 儿 坐 标 变换 到 则 矿 坐 怀 中 去 。 


区 在 站 援 针 生 标 二 也 一 样 ; 一 般 电 苞 , 只 要 i 蕊 常 天 就 叮 以 。 
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在 曲 模 华 标 中 ,为 了 得 到 矢 昌 的 微分 ; 测 这 个 微分 昌 有 失 量 的 
特性 ,那么 , 疝 个 相 减 的 矢量 就 必须 在 空间 的 同一 点 。 壤 句 详 毅 ,我 
全 必须 用 某 一 涉 方法 将 彼此 相距 无 限 近 的 两 不 矢 迪 中 的 一 个 " 移 ” 
到 第 二 个 矢量 所 在 之 点 ， 在 此 之 后 ， 我 们 求 两 个 矢量 的 兰 ， 现 在 
这 两 个 矢量 是 恬 于 空间 的 同一 点 的 。 这 个 称 动 的 运算 的 本 身 必须 
如 此 定义 ， 使 这 个 着 在 向 卡 史 坐标 中 与 普通 微分 44: 相合 。 馈 然 
4d: 不 过 是 两 个 相距 尤 限 近 的 矢量 的 分 量 之 差 ， 屠 么 ， 这 就 是 襄 ， 
当 我 俏 用 稍 ' 卡 多 坐标 时 ， 从 量 的 分 量 径 过 移动 的 运算 不 改变 。 候 
是 ， 这 样 的 移动 正 是 矢量 与 它 自己 平行 的 移动 。 当 矢 旺 作 平 行 衫 
动 时 , 它 在 第 卡 多 坐 标 十 中 的 分 量 不 变 ; 假如 应 用 曲线 举 标 ,那么 ， 
一 般 米 设 ,在 这 样 移动 时 ,矢量 的 分 量 要 改变 。 央 此 ， 在 曲 久 坐标 
中 ,在 将 一 个 矢量 平移 到 另 一 点 以 后 ,两 个 失 基 的 分 巧 之 差 与 移动 
前 两 者 之 差 ( 即 微分 edi) 衣 相等 。 

-所 以 ,为 了 比较 两 个 相距 无 限 近 的 矢量 ,我 们 应 当 将 其 中 之 一 
平移 到 第 二 个 矢量 的 所 在 点 。 慎 我 们 普 碟 一 个 任意 的 道 变 矢量 ; 
乱 如 它 在 天 点 的 值 是 45 那么 ”在 邻近 之 点 #1 十 dw', 它 的 值 就 是 
下 十 44 我 们 将 矢量 4! 作 无 限 小 的 平移 , 移 到 zs 十 dx’ 点 ;这 时 
矢量 的 安 化 用 54 来 类 示 弄 企 位 于 同一 一 点 的 两 个 矢量 之 差 用 Pd 
米 裴 示 ; 盎 B47 等 于 


DAi~dAi— 6di, C10-31) 

一 个 舌 量 的 分 最 的 变化 544 在 作 夸 限 小 的 平 众 上 时， 与 分 如 本 

身 的 短 有 关 ， 同 时 这 个 关系 显然 应 当 是 线性 的 。 这 点 可 以 直接 从 

下 过 事实 来 推断 ， 妇 两 个 矢量 之 和 必须 撤 照 每 个 矢 提 的 变换 成 则 
米 变 换 。 因 此 ,684: 有 下 面 的 形式 ， 


加” 我 同 控 荡 注 意 , 在 非 欧 针 空间 市 ,在 所 :有 的 推 邓 和 定义 由. 我 河 必 统 用 一 禾 兴 
标 采 竺 来 代替 簿 卡 品 染 栋 录入 ， 这 促 杀 访 在 链 个 无 洪 小 的 区 域 再 是 入 让 客 的 《 严 格 
的 襄 , 应 中 其 利 洗 的 )》。 


390 第 才 章 “引力 项 中 的 贮 泽 


站 4 一 了 《TD-32 ) 
式 中 ，LE 是 华 标 的 浒 数 ; 它 当 然 与 坐标 邓 耗 有 关 ，, 在 箔 卡 儿 举 标 
东 入 中 ,了 i 一 0%。 
由 此 已 可 看 出 ;fi 各 量 关 不 构成 一 个 张 量 , 央 为 假如 在 一 个 
举 标 柔 航 中 一 个 张 基 为 雪 ， 那 么 ， 在 任何 其 他 举 标 系统 中 它 拖 为 
看。 
在 非 欧 氏 空间 中 ， 当然 不 可 能 使 所 有 的 fi, 在 整个 空间 中 都 等 于 
雳 。 我 们 所 能 做 至 的 ,从 是 选择 这 样 -一 个 坐标 系统 (对 于 给 定点 是 
篆 卡 儿 坐 标 系统 疙 在 这 个 条 和 统 中 ，Fi 在 一 韶 定 的 光明 小 的 区 城 
内 变 为 雷电 。 了 E, 各 量 称 为 克 里 斯 托 非 尔 符 号 。 路 了 1 也, 各 量 以 
外 ， 以 后 我 们 还 要 用 fi,xt 名 各 量 , 其 定义 如 下 : 
. Ti 一 gen， 。 《10-33) 
反之， 工装 二 ginP npr 《10-347) 
不 难 建 立 协 变 矢量 的 分 量 在 后 称 下 的 变化 与 克 里 斯 托 非 尔 符 
号 间 的 关系 。 为 此 ,我 们 指出 ,一 个 标量 在 平移 时 是 不 变 的 。 就 特 
` 例 而 营 , 滑 个 矢量 的 标 积 在 平移 时 是 不 变 的 。 
识 4; 和 和 部 是 任 总 的 协 变 和 道 变 失 量 ， 则 从 红 A18 中 =0, 我 
从 有 
BiSAi= — AWB = Ti, BdAidy!, 
变换 指标 可 得 
BiBAi— LR, ArBidat, 
由 于 8i 的 任意 性 ,出 此 可 得 
: SAi= TL,Ards!, CIO-35) 
@ 在 任何 直 矮 斜 玲 标 忠 ,有 也 等 于 堆 。 
各 以 后 在 $ 扣 - 丰 中 可 以 知道 ,1 可 以 用 度 规 张 县 gi 的 一 详 导 数 来 表示 。 还 
可 以 证 果 ,我 们 雍 够 称霸 一 个 于 拆 系 郁 ， 对 于 东 个 从 标 洒 入 ,gt 的 -- 藉 导数 在 某 -- 栓 
定点 力 替 49 的 二 误导 数 不 为 等 ) 而 1 让 业 为 等 。 
图 有 只 末 各 全 证 全 和 攻 下 这 代 蔡 上 让 和 TeRie 
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此 式 决 定 协 变 矢 量 在 平移 后 的 改变 。 
将 (10-32) 和 ahf= 34saat 代 大 (10-31) 式 可 得 到 
DA'= ( 4 + CisAs je (10-36) 
同 理 ,对 于 一 个 苏 变 矢量 ,可 求 得 
D4: (天 _r: A )amt, (10-37) 


(10-36) 和 (10-87) 两 式 中 括号 内 的 式 子 是 张 监 ， 因 为 乘 以 矢 
量 dx 后 , 其 粘 果 是 矢量 。 显 然 , 这 样 的 红 量 在 曲线 举 标 中 所 起 的 
作用 正如 3 在 笛 卡 儿 坐标 中 所 起 的 作用 -- 样 。 这 些 张 量 分 别称 
为 矢量 省 和 4t 的 押 变 导数 。 我 们 用 41; 和 4:+ 来 代表 它们 . 因 
此 ， 


DA'=A! dw', DAs= 人 io， (10-88) 
而 协 变 导数 本 身 是 
DAF 
Alr= tld, (10-39) 
A dd TA (10-40) 


在 管 卡 儿 举 标 柔 统 中; 工 各 一 由 而 协 变 微 分 化 为 普通 微分 。 

计算 一 个 咕 量 的 协 变 微分 并 不 困难 。 为 此 ， 茂 们 必须 决定 这 
人 外 张 量 在 无 限 小 的 平移 下 的 变化 。 例 如 ， 我 们 来 考虑 任意 一 个 道 
变 张 若 ， 这 个 强攻 是 两 个 道 变 矢量 之 积 4iBr， 在 斑 称 下， 按照 
【30-39 

BCA BI ABB!+ BrBA' = — ATTn Bidvn -BFi Aldwm. 
由 于 这 个 变换 十 米 性 的 , 对 于 任意 的 张 量 4%, 这 个 变换 也 应 当成 
YY 

SA — (CAMTE, + A" TE jart, (10-41) 
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将 此 式 代 入 


DAT—= dA HSAs= A dm!, 


我 们 求 得 张 征 4 的 协 安 导数 4 名 如 下 ; 
4 4 T+ TE Aim, 《10-42] 
用 完全 相似 的 方 巷 ,我 们 得 到 混合 浅 量 4 和 协 变 张 量 4i 的 
起 变 导数 如 下 
odi 


人 C10-48) 
A nt LAim, (C10—44) 


用 类 做 的 方法 ,可 以 决定 一 个 任意 阶级 量 的 协 变 导数 。 这 时 ， 
我 们 得 到 如 下 的 法则: 为 了 每 到 张 量 4:: 对 中 的 协 变 导数 ， 
我 们 在 普通 导数 < 世 F， 对 每 个 协 变 指 标 芭 4 和 必须 加 
一 了 4: 训 一 凌 , 而 对 丁 每 一 逆 变 指标 放生 汪 ) 旭 必须 加 十 4 

很 容易 证 明 ， 求 滋 积 的 协 变 导数 的 半 则 与 求 乘积 的 普通 导数 
的 法 则 … 样 。 这 陡 ， 我 们 必须 将 标量 ?的 协 变 导 数 了 解 为 普通 导 
数 ， 也 就 是 了 解 为 矢量 Vr 一 了 名， 这 是 因为 对 于 一 个 标量 ,89 一 
=0, 内 此 Dp=dp。 例 如 ,乘积 4:8: 的 协 变 导数 是 

【ip Ai;rBy + AsB: .1, 

假如 在 协 灾 导数 中 将 衣 示 微分 的 指标 天 高 ， 我 们 就 得 到 所 名 
道 变 导数 。 因 此 ， 

Ai=gidisrt, Al= gidi,. 

我 们 米 证 明 克 里 斯 托 非 尔 符号 工 年 对 于 下 角 的 指标 来 贰 是 对 
称 的 。 能 然 矢 基 的 协 变 导 数 45x 是 一 个 张 量 ,那么 , 差 Ai.1 一 4,' 
由 是 一 个 张 量 。 假 设 4 是 一 个 标 划 的 梯度 ， 也 就 丰 4: 一 名， 于 
乏 ; 刊 央 表示 4 的 f10-403 式 ,我 们 有 
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A Adie= (Ti Pt, p24 
(因为 3 一 ao 3 全 ) 在 某 一 备 卡 完 坐 二 邓 统 中 ， 协 变 导数 
化 为 普通 导数 ,因而 ,方程式 友 边 的 欠 量 4i 一 2 化 为 壳 。 但 是 ， 
虹 然 ds 一 A454 是 一 个 张 让 闭 么 ,车 它 在 -个 从 标 系统 中 为 鹤 ， 
出 它 在 任何 坐标 系统 中 也 必须 为 项 。 因 此 ,我 们 得 到 
Di,= Ci,. (10-45° 


显而易见; 我 们 起 可 得 到 
Dirr= itp, C10-46) 
器 一 般 情 形 来 次 ,一 上 其 有 有 四 十 个 不 同 的 Li; 对 十 指标 的 四 个 不 
回 值 中 的 每 ~ 个 值 ,有 上 对 不 辐 的 指标 有 和 1 的 信 ( 由 琅 和 7 左 换 
所 得 的 两 对 算 作 一 对 2》, 

我 们 以 写 出 殉 里 斯 托 非 尔 符 号 从 一 个 坐标 柔 统 变 措 到 男 一 个 
坐标 了 耗 的 变换 公式 作为 本 节 的 灶 束 。 此 加 定 义 协 变 导 数 的 方程 
两 边 的 变换 凯 律 , 振 且 要 求 这 些 卉 律 对 于 两 边 邦 是 一 样 的 ,就 可 以 
得 到 这 些 公式 。 因 此 , 蜀 简 单 的 计算 后 可 得 到 


ri Torm az dx" Da 2 Di 
"Popm DT Bot dmOr! dpm 


从 这 个 公式 很 朋 显 地 可 以 在 中 ,5 在 线性 变换 下 [这 时 (10-47) 
式 中 的 第 二 项 为 零 ] 的 特性 和 张 量 一 样 。 


(10-47) 


$$ 10-6. 克 里 斯 托 非 尔 符 号 与 度 规 张 曼 的 关 双 


我 们 来 让 明度 规 张 量 ge 的 协 变 导数 等 于 需 。 为 此 ， 我 们 注 
意 到 , 关 和 柔 式 
DA gnuDd 
对 于 矢 上 D4i, 和 对 于 任何 舌 盖 一 样 , 是 成 这 的 。 另 一 方面 ， 妇 = 
二 8 如 所 以 


04 种 上- 章 “引力 塌 中 的 粒 :六 


DAi— Digid' y= guDAr+ A Dga. 
问 五 4 一 ga 了 于 比较 , 寺 注 意 到 估量 二 是 任 六 的 ;就 可 得 到 
Dgir= 0. 
由 此 直接 推出 , 协 变 导数 
gi 1=0, C10-48) 
因此 ,在 协 变 微分 时 ，gix 可 以 当 作 常数 。 
朗 通 过 度 舰 张 航 gi 来 表示 克 里 斯 托 非 尔 符号 ， 我 们 可 以 利 
用 方程 gog 5= 0。 为 此 ;按照 张 量 的 协 变 导 数 的 普通 定义 C10-44)， 
我 谷 沽 出 
gi Dgi 


2 3 
ELH (=a gm 一 gm 工 全 :一 一 Ppit— lerr—= 0. 


由 此 ,我 们 可 以 很 容易 地 求 出 Tort, 例如 ; 用 下 面 的 方法 。 首 
先 我 们 写 出 9 的 导数 体 ( 将 指 杯 训 六 革 舌 换 位 置 ) 


Dg 
= Trt Vipr, 
Agrt ， + 

= Lort Tiyir, 

a , 

一 -一 =— Trpi—Tar, 


坡 这 些 方程 之 和 的 一 半 , 注 音 到 wt 二 了 Dis, 我 们 就 可 求 得 


四 . 
Lpt = (3 十 一 ). C10-49) 
由 此 我 们 得 到 符号 了 $1 王 9 "Twyyi 的 表示 式 如 下 : 
， Agnk | Am! gx 
Dio "(E+ DB 一) C10-50) 


这 些 公式 就 是 我 们 所 要 求 的 用 度 规 张 量 表 示 克 里 斯 托 非 尔 符 
苇 的 式 子 。 

- 现在 我 们 来 推导 对 个 后 有 月 的 粹 并 克 里 浙 托 非 尔 符号 Ti 的 
去 示 式 。 为 此 ,我 们 计算 由 坚 量 pg 的 分 量 所 构成 的 行列 式 9 的 微 
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分 9; 取 张 量 gu 的 人 繁 个 分 量 的 微分 , 尼 以 其 在 行列 式 中 的 对 数 ， 
亦 部 栈 以 相应 的 子 行列 式 , 就 可 得 到 有 9.， 荔 一 方芳 大 家 知道 , 与 
gt 互 为 倒数 的 张 量 g? 的 分 量 , 等 于 ga 的 行列 式 除 其 子 行列 式 。 
因此 行列 式 8 的 子 行 列 式 等 二 99*，。 由 近 可 呢 ， 
dg 9 dg = —g9irdg 下 《10-517 
( 钱 然 gazg 下 = Gd 和 那么 :99d9gia 一 一 gp 人)。 
从 f10-50 ) 式 ,得 到 


1 nfogrr Bagmt Ogrs 
Tt. nimi 一 
39 (于 + gor Br) 


将 括号 中 第 一 项 和 第 二 项 的 指标 癌 和 5 改变 位 置 ,我 们 春 出 ,这 两 
项 互相 托 稍 ,所 以 


或 者 ,按照 (10-517 


Lt, 2 or Dh C10~52) 
家 出 工作; 这 个 量 的 表示 式 是 有 人 钨 的 ; 我 们 有 
mf ogm Im Dr 
geist, 本 后 了 (这 3 二 3 - 织 ) 
利用 C10-51), 这 个 式 子 可 以 化 为 
gli 1. 2 —gg™) ， C10-53) 


rg Dr 
为 了 以 后 的 备 种 运算 我 们 要 训 住 道 变 张 量 ga 的 导数 匡 ga 


的 导数 有 上 坟 下 的 关 夭 : 
A (10-a4) 


(将 ger9" 二 34 微分 而 得 到 )，、 最 后 我 们 指出 ，9* 的 导数 可 以 用 
Ti 诸 划 来 表 水 ;从 性 等 式 817=0 监 接 得 出 
Ag'F 


Dr gm hg ™, (10-55) 
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利用 已 痉 冰 由 的 公式 ， 我 们 可 以 将 笑 这 在 明 粮 从 标 中 的 广 闵 
散 度 4 的 表示 式 写 成 便利 的 形式 。 既然 4 (人 4 


[ 昆 C10-39) 式 ]，, 那 么 ， 


_9d: a4! a3lnv -yg, 
ts 二 ro 1 上 
A PHA Br + A gm 
或 者 ;最 后 
4 t Fn 1 = A a 一 9g4') { 10—56Y 
1 | Pr’ 


对 于 反对 称 的 张 量 -45 我 倍 米 堆 导 万 纺 的 类 似 的 表示 式 ， 和 
反对 称 张 量 4 从 C10-497, 我 们 有 
9A 
Dx 
但 是 证 然 4= 一 小 m, 所 以 
Pd 一 一 了 fm 一 0， 
以 (10-52) 式 代替 工 xu 精 果 我 们 得 到 
i 1 A AT) 
村 = Vp Dt 
更 在 假 识 4wx 是 对 称 张 量 ; 我 们 米 计 符 它 的 漫 合 分 量 4 的 
霄 示 式 。 我 们 人 


DAE ,jy ， 一 的 
.4 a +1 TA Linxdy= ps 一 TE Lids 


Aik AA 


(10-57) 


式 中 的 最 后 一 项 等 于 
-人 Yi 十 gp Dgit 2 
多 ' ” 


Bo dw 
由 于 张 量 二! 的 对 称 性 , 播 史 内 的 有 鸯 项 互 析 盾 消 , 杆 是 留 下 
AF. = 7 A /一 3 2 4 C10-58) 


在 笛 坏 儿 坐 标 中 ，3 全 一 3 全 是 一 个 反对 称 小 总。 企 曲 粳 举 


本 


$ 10-7 引用 纪 中 粒子 的 运动 Par 


标 中 ,这 个 号 最 是 让 1 一 和 ;i。 但 是 ,借助 于 4 的 表 涉 式 ; 而 且 
出 于 fi,= 了 i, 我 我 们 有 有 
4 C10-59) 


最 后 ,我 们 将 一 标量 9 的 一 次 导数 的 和 2ug 变换 到 则 纹 坐标 


中 去 。 显 而 易 见 在昌 粮 坐 标 中 ,这 个 和 化 为 :是 但 直 9: ;一 22， 


因为 一 个 昧 量 的 协 变 微分 就 是 普通 微分 。 将 指标 升 高 ,我 们 有 
. 9, 
入 fo 用 


利用 公 趟 (10_58》 我 们 六 得 


这 a +: Op a 
Pp: i si( —gg" a2) 《30-60 7 


慎 得 注意 ， 一 个 入 晤 在 一 直上 面 土 的 积分 变 为 在 一 个 四 度 体 
积 上 的 积分 的 高 斯 定理 ; 控 照 (10-56) 可 以 写 汰 


§ A 0as.= $ Atil gdn. (10-61) 


$10-7. 引力 场 中 粒子 的 运动 
在 狭义 相对 论 中 ,一 个 自由 粽子 的 运动 由 最 小 作用 景 原 理 
8 = — mes 4 ds=0 (C10-62) 
来 决定 ,按照 这 个 原 青 , 粒子 是 这 拌 运动 的 ， 它 的 忆 界 旨 在 两 个 葵 
定 世界 点 之 附 是 标 值 ; 在 我 简 的 情形 下 ,这 是 一 条 如 嫉 ( 在 普 遂 二 
度 空间 , 它 与 义 速 府 焰 运动 相应 ). | 
量 而 易 见 ， 一 个 粒子 六 引力 境 趾 的 运 盐 为 与 《10-62) 同 式样 
的 最 小 作用 基 原 理 所 雇 定 * 园 冶 引 力 大 不 是 别 的 ,只 起 四 魔 空间 度 
其 的 改变 , 而 这 个 改变 也 有 是 表 时 在 和 用 双 e 表示 的 式 子 内 的 变 
化 而 已 - 闪 此 ,在 引力 场 中 , 质点 起 这 样 运动 的 ; 宕 的 让 和 翼 点 党 善 
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知 值 曲 楼 运动 ， 或 者 如 通常 所 说 , 沿 着 四 度 空间 mm, at zz sr 中 的 
短程 巍 运 动 ; 然 耐 , 妇 然 在 存在 引力 场 的 情况 下 ,空间 不 是 欧 氏 的 ， 
因而 这 条 线 炮 不 是 南 强 了。 

企 2-3 中 我 们 已 轰 看 出 ,在 狗 义 相对 论 中 , 部 在 伽利略 四 度 
坐标 系 顽 中 ,一 个 自由 粒子 的 运动 方程 是 圭一 0 或 du 一 0, 此 处 
的 wi 一 字 - 是 四 度 速度 并 然 , 在 曲 奉 标 中 ,这 个 方程 可 以 推广 
为 方程 


Dui=0, (10-63 1 

从 向 量 的 协 变 微分 的 表示 式 (10-36) 我 们 可 得 

oni DE td = 0. 

用 da 除 这 个 方 释 , 其 在 第 一 页 中 我 们 有 2 ~ 入 2 ,因此 求 得 
dmt mi wr dr! 
dr 二 BW 

这 就 是 所 求 的 运动 方 释 . 我 们 看 出 ,一 个 粒子 企 相 力 增 中 的 运 

动 决定 了 TE 请 最, 亦 序 一 些 深 有 张 吕 特性 的 是 。 当 Pi,=0 时 ， 

方程 (10-64) 化 为 通常 的 方程 号 和 -一 0。 


ai! 


导数 志和 一 人 是 粒子 的 四 度 轴 速度 。 因此 ， 我 们 可 以 称 
一 mT 了 Ewwt 这 个 量 为 "四 度 力 ?, 这 个 力作 用 在 位 于 引力 场 内 的 粒 
子 上 ， 这 时 ， 张 量 ge 引起 力 场 的 “ 势 ” 的 作用 一 一 它 的 导数 类 定 
场 的 "强度 "Ti1。 
方程 C 10-64) 也 可 以 直接 从 最 小 作用 县 原 理 3 de==0 求 出 。 
我 们 及 
— Bds2= — 2dsdds = Hl grrdw drt ) = drmidytdgig + 


= 人 0, 六 了 个- 村 法 


十 号 8 一 人 ‘da Sad + 2 adder, 
了 


和 尼 东 个 5 不 于 同 平行 秆 动 的 上 还 请 - 
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内 此 ， 
一 一 让 dv’ dv! dg god ) ys 
58 一 一 me 3ame 人 二 富生 Bs ga de jas 
。 ， 
= ?个 | 全 人 让 站 EC jiao dg 十 
二 ga |. C10-85) 


第 二 项 等 十 堵 ， 因 为 在 积分 限 上 ，5w*=0.。 在 积 苍 异 内 的 第 二 项 
中 ,我 们 用 ? 求 代 荐 记 ， 使 任 音 的 次 分 5%! 之 系数 为 需 ,我 们 求 得 
1 dr’ dr 各 -党 (er 全 )- 
1 dr Ga Ager dni _ dxi drt Dgar 
Nd Da 
注意 到 第 三 项 可 以 写成 以 下 的 形式 


_ 工 f aagtr ， 998r Get dor 
2\ 人 0 avi ads ds ” 


一 由， 


ON 人 Prsiss 央 我 们 得 到 


dar 
ga + To 一 0。 


乘 以 gm 并且 注意 到 9"'gi 一 64 和 gmTw 一 了 3, 我 们 便 得 
到 方程 C10-84)。 

象 通常 一 样 ， 将 实在 的 加 道 的 一 映 姜 为 是 变动 的 ， 则 从 (10- 
65) 我 们 得 到 变 分 88 的 表示 式 88 一 meus5zt。 朵 此 ， 急 如 和 以 前 
一 样 , 将 55 定义 为 粒子 在 引 访 场 中 的 四 度 冲 量 zz， 我 们 便 得 到 


到 + 一 个 一 meuiD, (10-66) 


名 因为 我 们 用 挂 标 2? 代替 24 分量 pt 册 在 贫 利 咯 坐 标 闪 的 能 量 和 三 讼 部 基 
的 英 秒 与 以 前 我 代 质 得 到 的 不 同 ,2 的 些 瑞 和 时 隔 分 量 是 下 和 加 je, 而 其 变 矢 基 Pi 的 
相应 的 分 重 分 别 是 DB 和 一 加 /oo。 
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和 的 下放 是 1 一 ~ mc’. (10-67) 
用 和 牧夫 ps 我 位 便 香 公 粒子 从 引力 场 中 的 哈密 顿 - 雅 可 
府 方 程 ; 


ge 十 mas 0 《10-688 


(10-84) 形 式 的 短程 粮 方 得 ， 对 十 光 信 和 导 的 传播 是 不 能 应 用 
的 ,因为 我 们 知道 ， 沿 着 光线 传播 的 世界 线 , 问 陋 ds 是 需 , 所 以 方 
午 (10-64) 内 所 有 的 项 神 灾 为 无 鹤 大 。 众 所 周知 ;在 儿 何 光学 中 , 交 
贸 估 播 的 方向 为 与 光 禄 相 切 的 玻 矢 收 决定。 办 此 ， 我 们 可 以 上 
国度 波 矢量 乱 成 i 一 各 + 的 形式 ， 此 处 的 入 是 沫 一 参数 。 在 狭义 
相对 论 中 , 印 在 欧 氏 空间 中 ， 当 光 在 芙 空 中 传播 时 , 小 矢量 沿 着 光 
线 不 收 变 , 水 妇 41 一 0C 兄 旬 7-1)。 在 引力 场 中 ,这 个 方程 显然 化 
为 Dk'=0 或 


oh 人 十 下 二， 一 站 (10-69) 
《大 数 入 这个 方 地 
我 售 知 道 C 岂 续 6-3 多 四 度 小 矢量 的 焰 对 秆 是 还 , 亦 朗 
Ebi 0, C0-70) 


在 此 式 中 用 名; 代替 2r(# 是 相 郊 数 )， 我 们 求 得 引 场 中 的 相 西数 
方程 如 下 : 
a DE 一 站 C190~7 1) 


$ 10_8. 极限 过 起 
在 低速 度 的 极限 情形 下 ， 一 个 粒子 在 引力 场 中 的 相对 葛 的 运 
动 方程 ， 应 当 过 滤 到 相应 的 非 相 对 靖 的 方程 。 这 上 时， 我们 必须 姥 
着 ， 速 度 低 的 假设 就 已 经 要 求 引力 场 的 本 身 是 弱 的 ， 候 如 不 是 如 
此 , 鞭 中 的 粒子 就 会 有 高 的 速度 。 


中 了 0 号 槐 限 过 流 01 


我 们 来 研究 在 这 个 柱 妥 情形 下 决定 EE 场 的 厦 如 号 量 gz 与 引力 
场 中 的 非 相对 葡 的 小 8 的 关系 知 何 。 

在 非 相 对 论 为 学 中 ,粒子 在 引 为 场 中 的 运动 ;为 拉 格 启 日 而 数 
《10-1) 所 决定 。 加 上 一 个 常数 一 mexX 拉 格 邮 日 画 数 中 的 常数 项 是 
不 重要 的 ), 我 们 现在 将 它 写成 


12 
了 一 一 mm 十 一 一 mp 


要 使 得 在 场 不 存在 时 ， 相 对 小 的 控 格 期 日 丽 数 = 一 mc?]/1 一 5 
在 “-*0 的 极限 情形 下 过 淡 到 非 相 寺 葡 的 拉 格 项 日 画 数 工 - 


一 一 ?EC 十 


ze 这样 作 是 必须 的 。 
因此 ,一 个 粒子 在 引力 场 中 的 非 相对 论 作 用 量 有 下 而 的 形式 : 
一 1 Lat = -me | (e+ ?ja 
或 者 ,注意 到 Va 一夫， 


， ] 如 1 
访 二 一 各 eo dr nat 
off 六 6 二 二 ): 


将 它 与 相对 葵 的 作用 基 8= 一 me qs 相 上 比较, 我 们 前 内 ,在 所 才 
晤 的 极限 情形 下 ， 甸 等 于 
ds=cdt 一 地 Tart ly, 


取 平 方 ， 咯 去 声 5 的 数量 航 的 项 ， 我 们 求 得 


dea? cfe2 十 20 dt — des. 《10-72 1 
因此 ,在 极限 情形 下 , 度 规 张 是 的 分 量 goo 等 干 
oo 一 一 1 C10-73) 


_ 关 于 共 他 分 量 ;, 从 C10-72) 推 出 864 二 60a; gon= 0 然而 实际 .上 ,一 
般 求 训 ， 对 它 仙 的 修正 , 与 对 gu 的 修正 同 数量 报 ( 关 十 这 一 点 的 
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主 请 ， 请 参看 入 11-11)。 之 所 以 不 能 用 上面 的 方法 求 决定 这 些 修 

是 与 这 个 事实 有 关 的 ， 即 对 于 gus 的 修正 昌 然 与 对 go 的 修正 
问 数 昌 绒 ， 然而 这 个 修正 在 近 格 般 日 西数 内 产生 属于 更 高 胡 小 量 
的 一些 项 (因为 在 ds* 的 式 子 中 ,分 量 gaa 不 乘 以 0 而 gos 却 费 乘 
以 5) 


$ 10-9. 有 引力 场 存在 时 的 电动 力学 的 方程 
狭义 位 对 芥 中 的 电磁 场 方程 很 容易 推广 ， 使 这 些 方程 对 于 在 
一 个 任意 的 四 度 曲 粮 坐 标 中 也 能 应 用 ,就是 屠 , 在 引力 场 出 现时 ， 
也 能 应 用 。 
在 狭义 相对 论 中 ,电磁场 张 量 的 定义 是 : Pa 一 3 - 934、 显 
而 易 见 ,电磁 声张 量 现在 必须 相应 地 定义 为 Pae= 4i 一 A464 但 
是 由 于 (10-59), 


DA Pd 
Pip™= Ar; 1 — i k= 下 一 下， 


因此 ，Far 和 势 起 的 关系 不 改过。 由 于 这 个 原因 ， 第 一 对 帮 克 斯 
曹 方 程 (4-5) 了 出 不 收 变 它们 的 形式 


opm Fre py 
aw! Dai Dri 


为 了 写 半 第 二 对 娄 克 斯 章 方 程 ， 首 先 我 们 必须 决定 在 曲 辜 坐 
标 中 的 四 度 电 流 矢量 。 这 可 以 用 完 双 与 $4-3 相同 的 办 法 完 
在 体积 元 dV = datadazdas 内 的 电荷 可 以 写成 de=pa8 的 形式 ， 此 
处 的 密度 P 一 浓 e46C? 一 24X( 见 54-13)。 用 dwt 乘 ge= PaF 的 两 


和 


(C10-74) 


= 人 0. (10-75) 


十 ”在 如 利 略 释 标 中 ， 分 荐 4; 现在 与 标 势 和 舌 势 的 关系 是 41, aa 一 本 1 向 = 一 
二 -es 二 6 二 一 49 二 一 5 慈 样 ， 在 作 有 用量 的 芭 尘 内 和 出现 的 44emt 有 宕 点 前 半 意 
尽 )。 与 此 由 应 ,Bie 与 碳 卫 和 再 的 关 杂 改变 子 ; 我 拉夫 在 有 
fia=H, Fig=— Hy, Fas~—H;, 
Fo=Bs, fo= By, Feo= BR, 


$320-9 有 有 引 刀 区 存在 时 的 记 动 力学 的 方 租 Os 


边 , 我 们 得 到 ， 
好 2 dxi=p Ay iT 4 gd de, 
不 变 的 轩 座 体积 元 是 一 9 GTF dw1= [一 9 OCS 10-3), 内 此 四 度 
电流 矢量 等 于 
pe de! 


六 一 -二 ;rr C10-76) 


式 中 ， 人 名。 是 以 时间" 四 来 测 基 的 速度 (32 不 是 一 个 矢量 ) 四 


度 果 流 矢量 的 分 量 刀 滋 以 六 w Ag 是 电 菏 的 空间 密度 。 


37u 人 


在 引力 场 内 , 它 相 应 地 到 以 下 的 形式 : 
了 
或 者 ,按照 (10-572， 


3. - 4 
7 1 5 一 Bt) 一 SE. C10-77) 


连续 性 方程 9 27 一 0C4-222 现 在 有 如 下 形式 
a gid-0 C10-78) 
[按照 (10-56) 式 了]， 

圾 后 ， 也 不 难 写 出 在 引力 场 与 电磁 场 邮 时 存在 时 的 带电 答 子 
的 运动 方程 。 闵 此 ,对 于 --- 痢 定 的 成 ,我 们 应 当 次 分 作用 量 中 与 粒 
于 启 丙 个 场 的 相互 作用 有 关 的 那 一 郁 分 , 邵 


— me 人 cs 十 :4 Ad 


然而 ， 直 接 将 方 释 (3-521) 彰 单 地 排 广 到 则 丁玲 标 中 ， 也 就 是 襄 用 
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mc 一 Pio。 (10-79) 


8 10-10. 恒定 引力 场 

引力 场 的 一 个 非 当 重要 的 锋 例 就 是 恒定 引力 场 。 在 恒定 引力 
场 中 ,我 们 可 以 逃 择 这 样 一 个 坐标 柔 往 ,在 其 中 所 有 的 量 ， 特 别 存 
度 规 张 量 9ib 与 时 间 坐 标 无 关 。 

引力 场 在 其 些 情况 下 是 恒定 的 ,例如 , 当 所 有 的 物体 在 引力 场 
中 莉 是 静止 时 (在 一 个 9ir 与 各 无 关 的 参考 系统 内 )， 引 力 场 就 是 
一 个 恒定 相 力 过。 这 肝 ,两 个 上 时 地方 向 显然 是 等 价 的 5 亦 即 所 有 方 
程 在 改变 2 的 符 革 时 应 当 不 变 )。 从 此 可 以 断定 ,在 这 种 情形 下 ， 
度 规 张 基 gas 的 所 有 分 量 郁 为 震 , 否 则 ， 当 我 个 将 四 变 为 ~ 加 时 ， 
于 晴 几 就 改变 了。 这 类 引力 志 称 为 静 引 力 场 。 

在 所 有 物体 作 稳定 运动 的 情形 下 ， 引 力 场 也 是 恒定 的 。 这 里 
所 请 牧 定 运动 ,我 倍 了解 为 这 样 一 种 运动 ， 在 这 种 运动 中 ,物质 在 
每 一 空间 元 内 的 密度 和 速度 可是 恒定 的 。 我 们 举 出 一 个 对 称 物体 
绞 着 它 的 对 称 轴 名 束 施 屿 作为 这 种 运动 的 一 个 例子 。 在 这 种 情形 
下 ， 两 个 时 间 方 向 耦 不 是 等 价 的 ; 假如 时 间 的 符号 改变 ， 孝 么 ， 例 
如 ,旋转 的 角速度 的 符号 也 将 会 改变 。 显 而 易 见 ,在 这 种 类 型 的 级 
力 场 中 ， 度 规 张 量 的 分 量 ga。 一 般 来 疫 并 不 为 雳 。 我 代称 这 一 类 
恒定 场 为 盘 定 引力 场 。 

人 想 如 我 们 这 样 来 选择 了 时间 坐标 20, 使 ga 与 mm 不 关 ， 那么 ,这 
样 的 时 间 浴 标 加 称 为 世界 有 时间。 这 时 必须 注意 ， 此 内 时 间 的 选择 
不 是 唯一 的 ， 世 界 时 障 的 决定 只 能 准确 到 一 个 空间 坐标 的 任意 覆 
数 ; 显而易见 ,加 上 这 人 么 一 个 画 数 ,所 有 有 隐 ga 仍旧 深 有 包含 四 。 此 
外 ， m 还 可 以 乘 以 一 个 任意 常数 。 
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假如 我 们 所 研究 的 划 靓 引力 场 ， 在 这 种 引力 谍 中 我 们 可 以 用 
一 个 其 中 gos 二 0 的 茯 戎 柔 畔 ,那么 , 用 这 些 条 件 就 只 能 决定 到 
这 样 的 程度 ， 和 即 只 有 对 它 浅 以 一 个 任意 常数 的 可 能 。 假 如 场 在 无 
穿 远 处 洁 失 ,那么 ， 选 择 参 考 和 柔 统 使 拍 隔 ds? 在 无 穷 远 处 取 傣 利 路 
形式 , 特 旭 部 来 使 在 泡 崔 远 处 的 goo= 一 1 就 是 很 方便 的。 用 这 些 
要 求 把 七 面 所 说 的 任意 常数 决定 了 ， 而 由 界 有 时间 的 选择 也 就 可 以 
是 难 一 的 了 。 慨 如 我 们 用 时 加 坐标 是 世界 财 间 的 参考 系统 ,那么 ， 
在 这 个 系统 中 ,确定 物体 章 的 距 廊 是 有 意义 的 ,因为 ,就 特例 着 之 ， 
室 间 度 规 与 各 无 关 [ 见 10-4)。 

从 ga 与 六 无 关 可 以 推断 ,例如 ,发 生 在 空间 两 个 税 定 点 的 两 
个 同时 (在 $10-4 中 所 议 述 的 意义 上 ) 事 件 的 星 界 时 间 之 差 慎 A2* 
与 驳 无 关 ( 在 静 声 中, 我 们 简 捍 地 有 w=0)， 这 就 是 襄 , 假如 
我 们 考虑 两 个 事件 4 和 BB 这 两 个 事件 发 生 在 室 们 的 某 一 点 ， 又 
有 两 个 另外 的 事件 4 和 如, 发 生 在 室 间 易 外 一 点 ， 而 4 与 浅 同 
时 ， 吾 与 矿 间 村 ,那么 , 束 件 4 和 的 * 的 状 值 , 将 等 于 事件 如 
和 六 的 名 的 差 值 。 因 此 ， 我 们 可 以 襄 , 世 界 寺 间 的 意义 就 在 于 ; 
在 空间 某 一 点 发 生 的 两 个 事件 的 世界 时 间 阅 隔 ， 同 发 生 在 空间 另 
一 点 的 分 别 与 第 一 对 事件 同时 的 任 朵 另外 两 个 事件 之 问 的 世界 时 
湖上 明 障 相 等 ， 双 于 直 界 时 间 与 固有 时间 的 关 雪 ,那么 公 式 (10-24) 
现在 可 以 写成 


ee 


1 ,-. 
T= go0 2 (10-80) 


这 个 关 丢 式 可 以 应 用 手 任 何 有 限时 间 亲 隔 。 世 界 时 间 的 相 疝 的 间 
隔 , 在 宏章 的 不 同 点 对 应 着 不 同 的 固有 时 间 册 陋 。 

假如 所 有 的 物体 的 速度 散 是 小 的 ， 和 而 引力 场 又 是 岂 的 ,那么 ， 
我 合 可 以 用 近世 式 4T0-73) 和 (10-807) 得 到 


oo/ 
了 一 2y1 十 To? 
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又 因为 3&1 所 以 近似 地 ， 


7 二 (+ 全 ) (10-81) 

因此 ,特征 时 间 进 行 得 僵 慢 ， 室 关 一 输 定点 的 引力 势 就 仍 小 ， 
也 就 是 裔 引力 势 的 绰 对 值 司 大 (以 后 在 8 11-6 中 ， 可 以 证 明 P 是 
负 的 )， 限 如 将 两 个 完全 一 样 的 血 之 一 贸 王 引力 场 内 ， 那么 在 引 
力 场 内 的 鳃 要 走 得 慢 些 。 

” 上面 已 经 指出 ,在 静 引 力 场 中 , 度 规 张 量 的 分 量 go 是 雾 ， 按 
黑 $10-t 的 辕 果 ,这 就 意味 着 ,在 这 样 一 个 场 中 , 第 的 术 正 在 带 个 
罕 间 者 是 可 能 的 。 我 们 也 应 注意 ,在 静 声 中 ,空间 距离 元 @i(10-28) 
不 过 是 


dg uo" dys, C10-82) 
企稳 定 场 中 , gos 异 于 办, 在 整个 空间 中 校准 血 是 不 可 能 的 。 
角 然 94 与” 无关， 那么 在 室 间 不 同 点 发 生 的 两 个 同时 事件 的 志 
界 时 间 的 差 值 的 公式 (10-30) 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


mde 
Ax'= 一 人 A (10-83) 


这 个 形式 对 于 校准 钙 所 沿 着 的 线 上 任意 两 点 是 适用 的 。 当 沿 着 一 
个 封 江 曲 杂 校 仅 锋 时 ,世界 时 间 的 差 慎 ( 这 个 差 在 回 到 出 发 点 时 应 
该 被 记录 下 来 ) 竺 于 沿 着 封 阴 曲 挤 而 取 的 积分 


全 EE 
Agr=— b Me (10-84) 


可 能 出 现 这 样 的 情况 ，-， gusdw" 是 (空间 ) 坐标 的 菜 一 而 数 
的 全 微分 ,于 是 沿 一 个 封 油 曲 各 的 积分 (10-84) 等 于 雾 ， 而 核 正 链 
磺 是 可 能 的 了 。 在 这 种 情形 下 ,分 量 gun 的 出 现 ， 并 非 由 于 参考 系 
统 本 身 的 特性 ,而 不 过 是 由 于 坐 术 mm 的 不 恰当 的 选择 ， 只 要 选择 
3 得 当 , 总 可 以 使 gor 为 零 的 。 

继 我 们 求 考虑 一 条 光 科 在 一 恒定 引力 场 内 的 传播 ， 在 $7-1 
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中 ,我 们 已 经 知道 ， 光 的 频率 是 相 画 数 少 的 时 间 导数 (有 相反 的 符 
号 》。 央 此 ,用 世界 时 间 生 表示 的 频率 是 oo= ~-c 2 。 上 既然 恒定 
场 中 的 相国 数 方程 (10-71) 不 包含 mm， 那 么 ， 企 光线 传播 时 ， 频 率 
oo 保持 不 变 。 用 国有 旦 求 测量 的 频率 是 = 一 人 ; 这 个 频率 在 
空间 的 不 同 点 是 不 同 的 。 由 于 关系 式 
bp Bahar _ dh 


-二 一 a 9 


oa Ar of Bon 


00 
我 们 就 有 
oo 一 2 {10-35) 
—#ov 
在 弱 引 为 场 中 ,由 此 可 近 亿 地 得 到 
| 1 -区 ) (10-86) 


我 们 看 出 , 光 的 频率 随 着 引力 增 的 势 的 绝对 值 的 卉 加 而 二 大 ,就 是 
殉 , 当 光 射 向 产生 场 的 物体 时 ,频率 就 随 之 而 增加 ; 反之 , 当 光 离开 
物体 时 ,频率 随 之 而 减少 。 

假如 一 条 光缆 从 一 点 射 冉 ， 而 这 -点 的 引力 势 为 pu 光 烧 的 
频 奉 为 汪 ( 在 这 -点 几 那 么 , 当 到 还 引力 势 为 ge 的 另外 一 点 时 ，* 光 
龙 的 频率 (以 在 邯 一 点 的 固有 时 来 测量 ) 就 等 于 


例如 在 太阳 上 观察 到 的 由 太阳 上 的 原子 所 发 出 的 粮 状 光 订 ， 
与 在 地 妹 上 观察 到 的 由 地 球 上 的 局 样 康子 所 器 出 的 线 状 光 放 是 一 
样 的 。 假 如 我 们 在 地 球 上 观察 本 阳 上 的 原子 所 唤 出 的 光 讲 ,那么 ， 
根据 上 面 所 圾 的， 光 玫 中 的 光芒 对 于 地 球 上 的 同样 妃子 所 发 射 加 
的 光 攻 的 交往 而 诈 就 有 些 移 动 。 每 条 以 中 为 频率 的 光线 将 移动 一 
间隔 Aw, 而 Aw 为 公式 | 
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wm Ps {10-87) 


所 决定 ， 式 中 的 91 和 8s 分别 是 光 刘 发 射 点 和 观察 点 的 引力 场 的 
势 。 假 如 我 们 在 地 款 上 观察 由 太阳 或 星体 所 费 出 的 苑 荆 ， 那 么 ， 
[>i9z|; 从 C10-87) 可 以 断定 4o<0， 就 是 巩 ， 移 向 频率 减 小 
的 方向 。 上 述 的 现 泉 称 为 "者 移 "。 

根据 前 面 关于 特征 时 间 的 蕉 过， 可 以 直接 解释 这 个 现象 的 发 
生 。 因 为 所 有 的 量 都 与 时 间 wz? 无 闫 ;光波 中 的 所 有 振动 从 空间 的 
一 点 到 另外 一 点 的 优 搬 所 需要 的 世界 时 闻 央 隔 是 一 桩 的 。 因 此 很 
明显 ， 在 单位 世界 时 间 竟 隔 内 所 发 生 的 振动 数 在 光 粮 上 所 有 的 点 
部 是 一 样 的 。 但 是 ,对 于 同一 个 世界 时 期 间隔 ,我们 急 开 产生 场 的 
物体 代 远 , 与 之 相对 应 的 画 背 时 尚 疝 和 就 人 意 大 。 所 以 , 当 光 从 这 些 
质量 离开 时 ,频率 将 要 降低 ,就 是 毅 ， 每 单位 固有 时 间 内 的 振动 数 
将 要 喊 少 。 

当 粒 子 在 恒定 场 中 运动 时 , 它 的 能 量 是 守恒 的 ,这 个 能 量 是 昨 
作用 虹 :对 于 世界 时 间 的 导数 { 一 永定 义 的 ; 从 蕊 并 不 明显 地 
出 现在 哈密 赂 ~ 雅 可 绰 方 程 中 的 事实 可 以 推出 这 个 精 论 。 这 样 定 
交 的 能 量 是 祁 最 的 浴 变 四 度 矢量 mr= mcwz 一 megpiwi 的 时 间 分 量 。 
在 静态 中 , ds 一 一 goodw$ 一 2， 因而 对 于 能 量 ( 我 们 用 8 表示 )s 
我 们 有 


| dw 
1 二 96006353 一 EE 
我 们 引入 用 央 有 时 间 米 测量 的 ， 亦 郎 由 在 炊 定 点 的 观察 者 来 


测量 的 粒子 这 度 "~ -二 :775 ? 则 我 们 得 到 能 基 


aa 
二 0 = — Meigoo 施 = — 02go0 


2 —goo 
fo = 10-8 
.| 1 1 wafe2 《 8) 
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这 是 在 粒子 运动 时 保持 为 常数 的 最 。 至 下 ,2 这 个 


量 ， 在 粒子 运动 时 根本 就 不 是 常量 。 可 以 证 明 表 示人 能 医 的 式 千 
《I0-88 7 在 稳定 场 中 也 是 成 立 的 ,只 须 速度 "用 向着 粒子 轨道 柜 准 
过 的 锋 所 定 出 的 固有 时 米 测 量 。 

对 于 呢 场 和 低速 度 的 栋 限 情形 ,从 (10-88) 大 利用 等 式 一 go 二 
三 1 十 29/63, 我 们 近似 地 求 得 


0 = 人 十 


2 十 mg (10-89) 
(mg 是 粒子 在 引力 场 中 的 非 相对 论 的 热能 ), 这 与 近 格 朗 日 画 数 
C10- 了 一 禾 。 


习习 题 


4， 求 恒定 引力 汤 中 独 慢 沽 惑 的 一 粮 子 所 受 揭 力 。 
伺 从 (10-64), 略 去 训 度 的 二 阶 项 ,得 到 
CT, 
准 钢 到 同样 程度 ,我 四 和 有 


HP 一 genfaro8 十 2go "ur 1, 
引 弄 兰 应 速度 矢量 辣 二 全 Gy 此 是 的 er 一 并 Us 是 在 运 蔓 物体 上 上 的 加 有 时 间 元 
(对 于 小 约 迪 条 ,这 全 矢 生 化 为 餐 通 的 其 利落 述 度 >, 则 我 仙 得 到 


Dp* 1 PT 
4H 二 一 Wo 一 8 人 


吕 Vg on 六 

iog， as 哺 星 ,我 从 去 普洱 公式 (10-50) 求 计算 ,并 且 在 公式 中 所 有 对 于 za 的 导数 都 
册 于 场 是 粗 定 的 而 消失 本。 利用 和 如 此 得 来 的 汪 了 ,我 们 来 计 第 Eta /dsr 二 tryeyr, 其 
中 ,如 * 二 di xjar? 是 三 谍 ( 生 阅 的 3 加 速度 矢量 。 在 管 案 中 转 称 种 协 变 分 最 还 亦 次 利 
些 ; 计时， 必须 配 着 ， 室 间 和 估量 w* 的 协 变 和 送 班 分 最 为 空间 的 蜂 规 张 基 Ya 8 所 决定 ， 
因此 wa 二 Yestw8。 在 计算 时 ,我 辣 必 编写 住 ,Yaa8 3 一 87《 上 内 第 386 下 的 脚注 ) 和 
(用 YYn 涩 千 式 gg 二 9789a08*'go0 二 0, 再 对 局 求 利 , 就 
可 以 竭 明 )。 灶 果 , 我 俏 竺 到 下 面 的 表示 式 ， 


i Pe TY [ar(e)- (外 


9 drm Ex \ Goo 
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用 物体 的 丑 量 江 wx 就 得 到 力 fr，。 引 入 丹 ga 二 一 9 oi9or 为 分 量 的 三 度 空 间 夭 量 ， 
井 用 一 二 代表 go 则 可 用 去 座 符 导 将 我 们 的 式 子 改 乞 为 
f=— mes grad lny k++ mer RY xrot Eg. C1y 

矢量 的 今 量 和 所 有 的 矢 基 呈 第 ， 在 起 里 应 当 在 与 由 强 症 ya8 所 六 定 的 空间 度 规 相对 
应 的 曲 窗 下 款 趾 进行 。 

我 们 诗意 ,假如 掀 体 是 静止 的 ， 那 么 ， 作 用 于 物体 下 的 力 [51} 中 的 第 一 项 | 有 势 。 
() 泪 的 铝 一 项 有 与 科 里 嘲 利 力 相 似 的 形式 , 这 -项 在 稳定 场 中 ( 当 gox 绊 子 等 时 ) 存 
在 。 我 全 可 以 谣 , 在 由 旋转 物体 所 产生 的 稳定 引力 场 内 , 情 柯 舞 所 受到 的 偏转， 与 它 在 
一 个 避 角 回应 d= TDt 记 施 精 的 物体 .EE( 渡 有 引力 场 存在 ) 所 届 的 篇 转 一 样 。 

妆 ， 导 出 光 炎 在 恒定 引力 场 由 陈 所 的 恬 尔 此 原 理 。 

狠 ” 费 尔 马 原理 [ 昂 87-1) 的 内 容 是 

和 了 kadr "=0, 

此 处 的 积 伐 是 沿 若 光 灯 岳 取 的 ,而 被 积分 图 数 必 贤 以 频率 wo fen 滑 光 线 是 常数 ) 和 委 
标的 熏 分 丈 天 了 示 。 注意 到 to 二 ji = 一 包 ,我 全 可 写 出 下 一 Ooitt 束 


一 “一 go 天 + gh, 
将 此 式 代入 iki 二 gekiEh=D, 填写 威 


goo( 有 9 十 2 te ) 二 Yape 一 外 
1 于 8 


我 们 外 得 到 7 (2) + Yaakeke=0. 
从 这 个 式 子 而 又 根据 矢量 te 应 当 与 矢量 de“ 同方 向 的 事实 ,我 们 时 求 得 
4 
Te ep Qt ! 


中 ， 玉 10- 吕 ) 是 沿 善 光 炎 的 空间 距离 元 。 为 了 求 Re 前 央 示 式 ， 痰 科 时 出 5 一 
"ik gr +9*#ka; 皇 注 赣 到 与 9 3 成 倒数 的 强 量 是 ya， 则 我 全 有 


Ee 
kas=yaa (ke + + gs = | -1 - 108 ) 


WW -go 艳 
最 后 , 泥 之 以 wr, 我 们 得 到 下 面 箭 式 的 费 尔 太原 理 ( 略 去 之 数 因子 wo/0): 


企 静 夺 中 ,我 网 葡 辕 地 得 到 
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请 注意 这 个 事实 ,不 引力 矿 中 , 光 装 盾 莫 识 着 空间 最 短 的 内 全 播 ,因为 治 闭 空间 的 莫 直 
的 料 应 蔬 为 方程 

5 了 cdi=0 
所 决定 - 


$10-11. 旅 竺 


作为 稳定 引力 场 的 -~ 个 例子 ,我 们 来 研究 匀速 旋转 的 参考 系 
和 统 。 为 了 求 间 隔 a， 我 们 来 进行 从 静止 系 败 到 这 个 匀速 旋转 柔 入 
的 变换 。 在 静止 系统 的 坐标 六 Pp',% ,我 们 山 辐 柱 化 标 7 2", 2 7 
中 ,间隔 有 如 下 形式 : 

ds — edts— dr ri2dgp'2— dg'?, 

设 在 施 转 条 统 中 的 加 林 毕 标 为 7, ws 假如 旋 坊 轴 与 2 轴 和 台 畦 
重合 ， 那 么 ,我 们 有 “=? =#, 9' 二 十 4, 此 处 的 如 是 旋转 的 角 
速度 。 将 这 些 式 子 代 大 ， 我 们 得 到 所 要 求 的 ds? 在 旋 塌 的 参考 系 
般 中 的 表示 式 : 

一 39297232 一 全 C10-90) 

必须 注意 ， 旋 转 的 参考 系统 侈 仅 可 以 应用 和 到 向 处 伸 长 到 等 于 
ef/ 的 距离 为 止 。 事 实 上 ;从 (10-90) 可 以 看 轩 ; 当 7>ef/02 时 , goo 
变 为 正 值 ， 而 这 是 不 允 计 的 。 旋 贝 柔 诗 对 于 大 的 四 离 之 所 以 不 能 
应 用 是 因为 在 大 的 距 闹 处 , 迷 眶 将 大 十 光速 , 因此 : 这 样 的 系统 不 
可 能 用 居 实 的 物体 来 实现 ， 

象 在 一 切 和 铬 定 场 中 一 样 ， 在 族 寺 物体 上 的 舌 不 可 能 在 所 有 点 
上 都 彼 音 信也 核准。 当 藻 普 任 何 封 闭 曲 线 进 行 钾 的 校准 大 回 到 出 
发 点 时 ,我 们 得 到 一 个 时 间 ， 这 个 时 间 与 原 米 的 时 间 的 差 什 是 [ 兄 
C10-84#)] 


At _ § ue gq pr 1 人 tir2gg 


| , 
“foo C2 1 __ 2p 
C2 
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假 裔 91/& 郎 放 四 速度 比 交 束 为 小 得 多 》， 则 差 针 是 
At 一 总 ae = 二 二 238, C10-81) 


式 中 , 仿 是 轨道 包 痢 的 面 在 季 蔬 十 旋转 岳 的 一 个 古 面 上 的 投影 ( 符 
寻 用 二 或 一 ,使 我 鸽 顺 旋 赫 方 向 或 道 牙 晴 方 向 行走 而 定 ) 
假定 有 一 条 光 硬 沿 着 某 一 条 封闭 路 径 传 播 。 线 我 们 来 计算 

+ 半 到 回 到 原点 所 经 过 的 时 半 ( 稚 确 到 与 we 司 数 量 报 的 

2。 假如 泊 着 这 一 条 封闭 曲 太 ,时 间 是 核准 了 的 ， 又 假设 在 每 一 
二 我们 和 有 国有， 那么 ， 根据 定义 , 光 的 速度 将 永 等 于 ¢。 
饶 然 回 有 了 时 向 与 世界 时 间 之 状 同 "ye 同 数量 航 , 那么 在 夺 算 所 
要 求 的 时 间 间 中 上 时 ,井上 只 要 求 准确 到 -与 we 同 量规 的 最 ,这 个 差 
就 可 以 赂 去 不 讲 了 。 因 此 ,我 个 有 


1 一 卫士 了 8 
式 中 ， 工 是 封闭 路 径 的 基 度 ，。 与 此 相应 ,用 比值 5/t 来 测量 的 光速 
等 于 ct207. (10-93) 


这 个 公式 ,如 多 普 勒 效应 的 一 般 近 似 公 式 一 样 ,也 可 以 很 容易 地 用 
和 纯 经 典 的 方法 求 得 。 


| 题 
求 族 旦 标 柔 六 中 的 守 问 卡 六 元 。 
括 ”利用 (I0-90), 4I0-281 C10-291, 我 周 求 得 
dis= dr tdart Ui 


0 Ei 


此 式 决 定 族 炉 央 考 骏 纹 中 的 给 圈 几何 。 我 调 注 意 ，: 闽 平 轴 :二 常数 内 的 加 {图 心 在 施 
转 帆 上 ) 的 有 周明 与 苇 盾 和 震 之 比 等 于 
yi- ce 


就 是 怜 ,大 于 2 
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站 11L-1. 曲率 强 量 

沪 我 们 再 来 时 葵 矢 量 的 不 行 移动 的 概念 。 知 我 们 在 $ 10-6 所 
禹 的 ,在 非 欧 氏 空 间 的 普 肖 情形 下 ,一 个 矢量 的 无 限 小 的 平行 移动 
名 定 义 为 这 样 的 移动 ,在 这 个 侈 动 中 ,矢量 的 分 基 在 一 个 坐标 系 过 
中 不 改变 ， 这 个 坐标 系 租 在 指定 的 无 限 小 的 体积 元 内 是 笛 卡 儿 华 
慰 系统 。 

假如 or= se] 是 某 一 曲 粮 的 参 烙 方 得 (s 是 从 基 一 点 超 量 得 
的 弧 长 ). 那 么 ， 矢 最 w= 和 就 是 与 曲 强 相 切 的 单位 矢量 。 假 如 
我 们 所 考 虐 的 曲线 是 短程 凤 , 那么 ,如 我 们 在 $10-7 中 所 看 到 的 ， 
沿 益 短 程 烧 Dw‘ 一 0[ 见 (10-68) 式 ]。 这 就 是 说 , 假 知 将 矢量 如 从 
短程 各 上 的 一 点 er 平行 你 动 到 同一 曲线 上 的 另 一 点 ar 十 gas 那 
么 ,这 个 矢量 将 与 在 #1 十 dw 成 与 短程 机 相 切 的 矢量 十 du 重合 。 
因此 ， 当 短程 名 的 切 厂 沿 短程 种 本 身 移动 时 ， 切 如 将 自 平行 地 移 
动 。 

在 另 一 方面, 当 两 个 矢量 平行 移动 时 ,它们 之 间 的 夹 角 显然 保 
持 不 变 。 因 此 我 们 可 以 尺 ， 任 意 的 矢量 沿 着 任何 一 条 短程 粹 平行 
移动 时 ,矢量 同 短程 简 的 切 各 所 类 之 角 保持 不 变 。 换 名 茸 襄 , 当 一 
个 矢量 三 行 移动 时 ， 它 在 短程 乒 方 向 的 分 量 在 略 程 的 所 有 点 上 应 
当 是 不 变 的 。 

在 非 欧 氏 空间 中 ,有 一 个 非常 重要 的 情况 ,一 个 矢量 从 一 个 给 
定点 到 另 一 个 答 定点 的 平行 移动 ,很 如 沿 着 不 同 的 路 径 进 行 , 则 得 
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到 不 同和 的 精 果 ， 铝 符 例 症 必 ;从 此 可 以 推断 , 搜 如 我 们 将 一 个 矢量 
沿 着 某 一 条 封 用 昌黎 自 平 行 地 移动 , 那么 ; 在 回 到 出 器 点 肝 , 这 个 
矢量 将 不 与 原来 的 值 相 重 合 。 

为 了 了 解 这 一 点 , 访 我 考 虚 -个 非 欧 氏 的 两 度 宏 间 , 朗 任意 的 
这 曲 面 。 图 11-1 表示 被 二 条 短程 线 所 所 网 的 这 样 的 曲面 的 一 
分 。 我 们 米 将 笑 量 7 了 沿 着 这 三 
条 曲线 所 构成 的 周 粮 平行 移 
动 。 在 沿 着 曲线 48 移动 时 ， 
矢量 了 与 曲 米 所 作 之 角 保 持 不 
变 ， 而 当 到 过 加 点 时 草 变 为 和 
量 8。 与 此 相 贷 ,在 沿 着 BC 移 
动 时 ， 矢 量 2 变 为 欠 量 3 最 
后 当 欠 划 沿 贡生 04 从 点 移 
到 4 点 时 , 它 与 这 条 曲 糖 所 成 之 角 保持 不 变 ， 在 到 达 4 点 时 ,矢量 
变 为 矢量 了 放 矢 量 了 与 矢量 1 圭 不 重合 。 

现在 我 们 米 求 一 个 矢 曼 在 嫉 着 任何 无 限 小 的 封 阴 曲 粮 术 行 移 
动 有 时 所 生 的 变化 的 闸 注 公式 。 这 个 变化 人 和 显然 可 以 写成 信 34， 
的 形式 ， 此 处 的 积分 是 沿 着 一 输 定 的 周 简 而 取 的 。 用 表示 式 
《10-3570 代 起 54z 我 们 就 有 

4A 心 = § Ti ,Asda 


e 


了 


《在 积分 号 下 面 的 矢量 4 当 沿 则 和 粮 移动 时 是 变化 的 )。 利用 斯 托 
殉 斯 定理 (1-38), 我 们 串 以 将 这 个 线 积 分 化 为 散 周 各 所 包 图 的 由 
曾 上 的 面积 分 。 于 是 ， 
1 aCTinAd: 2 4 ns 
Hs D2 "= 


Dr 


一 ad; 
TT [3 如 和 4 一 号 寺 4， + 一 TE ea". 
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亿 是 天 最 4 治 着 周 线 的 变化 是 由 于 平行 移 翅 ; 因此, 我 们 可 以 从 
六 4 一 工 1 EIA 3 一 ,4 直接 求 出 4; 的 导数 。 将 之 代 
大 5 区 换 租 积分 两 数 中 二 6 我 们 求 得 


[| 、， 
4A4= 了 人 人 tr; ,Pe TS Aidfin. 


由 于 我 们 所 考虑 的 是 一 个 左 限 小 的 奇 琉 周 砂 ， 我 们 可 以 用 被 积分 
画 数 存 周 粮 内 的 某 一 点 的 值 代 赫然 积分 画 数 ， 寿 从 积分 符 导 内 提 
到 积分 符号 外 。 刺 下 来 的 积分 不 过 是 周 线 所 包围 的 曲面 的 面积， 
因而 我 们 最 后 得 到 


Abr— DBRitmAAf™, C11-1) 
式 中 ，irm 是 一 个 四 阶 虑 量 ; 
2 C11-2) 


Rim = 


Dt 总 mm EE 
C11~1) 式 的 左边 是 在 同一 点 的 矢量 慎之 盖 ， 是 一 个 矢量 ， 刘 此 可 
时 ,itm 是 一 个 张 旱 。 张 量 Rw 称 为 曲率 张 量 ， 或 称 为 黎 曼 - 克 
里 斯 托 非 尔 缮 量 。 

道 变 失 量 42 的 相似 的 公式 是 容易 求 得 的 。 为 此 ， 我 们 注意 
到 , 钱 然 在 古 行 移动 时 ,标量 不 改变 , 所 以 ACA47B;) 二 0, 此 处 的 Bs 
是 某 一 协 变 秋 量 。 利 用 (11-1), 我 们 有 

ACALB) = 机 和 本 十 BrAAr = 二 Bs Lmtdf n+ BeAAr= 


-BlAdr+ ABR, Afm |= 

:( 证 加 TE 了 ) 0, 

因为 矢量 Bi 是 任意 的 ,所 以 
AAt= Ll RmA'Afi™. (11-83) 


假如 我 们 将 矢量 4: 对 x* 和 于 进行 两 次 协 变 微分 ， 慰 么 ， 在 一 般 
情形 下 ,所 得 的 寿 果 与 微分 的 次序 有 关 ，, 而 与 普通 的 微分 的 情况 不 
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同 。 糯 果 证 明 ; Ai 由: 一 6 144 这 个 六 将 为 我 们 上 面 所 介 纪 的 河 
一 张 量 所 决定 。 就 是 谣 , 我 们 有 公式 

如 条 一 站 二 人 mn 下 (11-4) 
直接 计算 就 可 以 欢 证 这 个 公式 (为 简单 起 见 ,我 们 骼 去 了 计算 的 过 
程 )、 同 理 , 对 于 道 变 矢量 ， 
A Ait.t= -Arh (11-5) 
最 后 ,也 很 窒 易 得 到 张 量 的 二 次 导数 的 相似 和 的 公式 (最 简便 的 
方法 是 考虑 ,比方 设 ; 一 个 形 如 4i:B; 张 量 的 特例 ;而 不 去 游 虑 蝶 量 
4 大 利用 公式 C11-4) 和 (11-5); 由 于 线性 关系 , 这 样 所 得 到 的 公 
起 ;由 于 是 矿 的 ;所 以 对 于 一 个 任意 的 号 量 也 有 效 》， 
显然 ,在 欧 氏 空间 由， 曲率 号 最 为 震 。 事 实 上 ,在 殉 兵 窗 间 中 ， 
我 们 可 以 这 样 米 选择 坐标 系 ， 使 在 整个 室 间 中 , fis 一 0, 因此 
REm 三 9， 出 于 瑟 biw 的 路 量 特性 ,R16 在 任何 其 他 坐标 过 级 中 也 
好 于 需 。 这 与 十 述 事实 有 关 ，, 记 在 欧 儿 空间 中 ,一 个 矢量 从 一 点 到 
即 一 点 的 平行 移动 是 一 个 单 值 的 运算 ， 在 沿 着 一 条 封闭 周 弹 炒 行 
时 , 矢 旺 不 改变 。 在 欧 氏 空间 中 ，, 协 变 微 分 的 欧 序 显然 可 以 改变 。 
首 定 理 出 是 成 立 的 : 很 如 型 =0, 那么， 空间 就 是 欧 氏 的 。 
事实 上 ,在 任何 室 间 中 ,我 们 可 以 选择 一 个 坐标 系 壬 ， 这 个 坐标 系 
示 在 一 个 指定 的 无 穷 小 的 区 域内 是 篆 卡 儿 坐 标 系 六 。 假 如 下 rw 一 
二 0, 那么 ,平行 称 动 就 是 一 个 单 值 的 运算 。 央 此 ， 和 借助 于 平行 移 
动 ， 可 以 将 向 卡 儿 坐标 系统 从 这 个 已 知 的 无 限 小 区 域 移 到 室 拓 的 
所 有 其 余 的 无 限 小 区 域 ， 这 样 就 对 于 整个 空 关 建立 了 一 个 笛 卡 儿 
华 标 ,也 就 是 谣 ; 空 间 是 欧 针 的 ， 
因此 ， 曲 率 比 量 为 堵 与 否 是 一 个 辨 列 空间 是 否 是 欧 氏 宏 间 的 
淮 剧 ， 
我 倍 指 出, 虽然 在 一 个 非 殉 氏 实 间 中 ,我 们 也 能 选择 一 个 坐标 
”和 承 统 ,这 个 坐标 矢 统 在 一 个 指定 点 是 首 卡 宛 坐标 系统 ;就 是 说 ， 在 


§ i112 出 浴 六 县 的 - 些 竺 掩 B17 


一 个 指定 点 ， 所 有 的 I ,和 邦 化 为 下 ,但 同时 , 在 这 个 同一 点 上 的 曲 
率 怠 量 于 未 化 为 需 ( 因 为 了 i 的 导数 挟 不 随同 4, 一 齐 化 为 项 )。 


$ 11-2. 曲率 张 量 的 一 些 特性 


从 瑟 量 琴 1o 的 表示 式 (11-3) 盘 接 可 推断 ; 则 从 经 量 对 于 指标 
i 和 六 是 区 对 称 的 : 


Rrm= — Rinr. C11-6) 
此 外 ,很 容易 证 明王 面 的 恒等式 是 成 过 的 : 
RErmt Rarrt Rins 一 个、 C11-7) 
除了 混合 曲率 张 量 下 Er 以 外 :我 们 也 用 协 变 曲 度 张 草 
Berm= gnRirm. (11-8) 


用 简单 的 变换 方法 ,很 容易 得 到 Raer 的 表示 式 如 下 : 


Riprm= 1 Ogim ggg _ BH _ Dgem 十 
Do 


tam DieT em— Lnl C11-9) 
内 这 个 式 子 立 刘 可 以 看 出 下 面 的 奇 称 性 质 : 
Rirtm— — Tpitmy {11-10) 
Ripm= — Ripm!s C11—11) 
Riptin = Rimiy. C11-—12) 
从 这 些 式 子 可 以 断定 ， Rigim 的 所 有 t= 再 或 = tw 的 分 量 册 为 


需 。 
最 后 , 对 于 Razrm 如同 对 于 如 wm 一 样 ， 恒等式 (11-7) 也 是 成 
立 的 : 
Ripim Rimrrt Birmyk = 0. 《11-137 
此 外 ,根据 从 C11-10) 到 (11-12) 的 各 关系 式 可 以 断定 ,假如 我 们 将 
Butm 的 任意 三 个 指标 作 循 坏 殖 换 ， 圭 将 这 幸 所 得 到 三 个 分 量 相 
加 ,那么 , 精 果 将 为 圭 。 
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最 后 ,我 们 还 要 试 明 下 面 的 恒等式 : 
Birr:nt Rine; tt Rirn:r= 0. C11-14) 
使 用 在 一 炸 定 点 的 第 卡 岂 举 标 系统 ， 很 容易 证 明 上 面 的 性 等 
式 。 由 于 它 的 张 量 特 件 , 关 系 式 C11-14) 在 任何 坐标 系统 中 都 是 有 
效 的 。 将 (ti-2) 式 微分 ， 然 后 将 虐 i 一 0 代 大 ， 在 考虑 的 点 上 ， 我 
们 便 得 到 


BR",,. OR tr Et _ 221 1s 
Dn oom Dono Bonodwvt 

利用 上 面 的 式 子 ;很 容易 证 朋 C11-14) 的 确 是 成 立 的 。 

从 曲 染 张 量 ,用 稿 井 的 方 尘 , 可 以 造 出 一 个 二 阶 路 量 。 我 们 只 
能 用 一 个 方法 进行 这 种 糖 并 。 襄 实 上 ， 假 如 按 腿 指标 吕 和 i 来 娘 
共 Refxo 我 们 得 到 零 : 

Rart = g + Rm =), 

因为 Rirar 对 于 指标 站 和 mm 是 反对 称 的 。 对 十 捐 标 mr 和 名 辖 并 C 对 
于 指标 如 和 ! 辖 震 ,显然 会 得 到 同一 烙 果 , 只 是 符号 相反 ), 则 得 到 
二 阶 缓 苦 


: ariy Ort 


Rip= Rirs= Aor 一 + LT en — TL Pl Em. 
{11-15) 
这 个 强攻 显然 是 对 称 的 : 
站 证 一 Ryps, C11-16) 
最 后 ,和 缩 卉 Bs, 我 们 便 得 到 不 变量 
. R=gth = giginhirtm, C11-17) 
它 叶 做 空间 的 标 曲 率 。 


因为 有 (11-100 一 C11-13) 的 各 关系 存 位 ， 拉 非 所 有 的 曲 染 张 
曹 的 分 量 都 是 独立 的 。 我 们 现在 就 米 确定 曲率 张 量 的 独立 修 量 的 
数目 。 首 先 我 们 考虑 一 个 两 度 空 间 的 情形 ， 亦 郎 浇 虑 一 个 普通 晶 
曾 ; 这 时 ,指标 4mm 可 以 取 1 2 两 个 值 。 指 标 宇和 和 天 或 和 天 
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同时 为 1 或 2 的 分 量 为 需 ,， 所 有 不 为 用 的 分 量 或 青 是 彼此 相等 ， 
或 者 相 状 一 个 符号 ; 因此 ， 存 这 种 情形 中 ， 则 率 蝶 量 只 有 一 个 独 
站 的 分 量 ， 全 如 Fin 不 难 证 明 ， 在 这 如 情形 中 ， 标 由 率 呈 = 
一 ggxmBizmm 等 于 Mi 9 是 出 gw 所 梳 成 的 行列 式 )。 二 在 现在 
的 情况 下 等 于 部 知 的 曲 画 的 高 斯 曲率 ， 蚀 两 个 主 曲 率 侍 径 之 和 的 
阐 数 ,， 

现在 我 们 来 决定 一 度 空间 内 的 曲率 张 量 的 独立 分 量 的 数 有 日 。 
镭 我 们 者 错 那 些 只 有 了 两 个 不 同 的 指标 的 分 让 ， 妇 有 npos 形式 的 
分 量 { 识 着 ， 在 此 不 对 于 重复 指标 取 和 六 从 1 了 ,3,3 中选 出 sg 和 8 
的 一 对 值 一 共有 广 个 方法 .由 于 C11-10:--C11-18) 的 族 关 系 式 ， 
每 一 对 & 和 5 仅 输 出 一 个 独立 分 量 ;内 此 ,共有 三 个 这 各 类 型 的 
独 六 爷 长 具有 三 个 沾 同 指标 的 ， 直 形式 加 | Kame 的 分 量 也 共 
二 个 ; fizisy Fai; Ba; 所 有 共 余 的 分 量 或 者 与 它们 相等 ,或 彰 与 
之 几 差 仪 在 于 和 符号， 因此， 在 二 度 痊 闻 中 曲率 号 量 有 六 个 独立 分 
组。 对称 蜡 量 Rix 也 有 这 样 多 的 分 量 。 因 此 ,根据 嫌 性 关系 Fix= 
二 gmiRnat， 号 量 Pirrm 的 所 有 分 证 可 以 用 Bx 利 度 规 线 量 9 米 
厅 示 .假如 我 倘 赤 反 - 个 坐标 系统 ， 它 在 粒 定 点 是 管 卡 多 坐标 孚 
统 , 吾 么 ; 在 变换 时 (这 些 峰 换 在 这 个 给 定点 化 为 第 卡 儿 系 闹 的 旋 
圭 》, 度 规 张 谴 的 人 芬 量 在 这 一 点 古 不 灾 的 .-- 般 来 魏 ， 赋 量 的 分 量 
世 是 不 变 的 ,适当 地 选择 坐标 系 社 ,我 们 总 可 能 办 公使 曲率 号 量 的 
三 个 分 量 在 这 个 纵 定 点 化 为 零 ; 就 特例 言 之 ,我们 能 够 将 张 量 Ri 
变 到 主轴 上 上 上， 因此 ,在 一 个 握 度 空间 中 ,每 一 点 的 率 度 可 由 二 个 晨 

有 骤 后 ， 我 们 来 计 论 四 度 空 间 ， 曲 率 张 其 的 具有 两 个 不 同 指标 : 
的 分 景 ( 就 是 有 atm 的 形式 的 ) 共 有 六 个 ; 指标 和 5 可 以 从 1, 3， 
3, 4 四 个 什 中 选 树 ， 选择 的 方法 一 共有 六 个 ， 而 每 一 对 信 葵 出 一 
个 独立 分 量 。 具有 二 个 不 同 指标 的 分 晤 一 共有 十 二 个 ; 从 1, 2, 3， 
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4 中 选择 三 个 不 同 的 指标 一 共有 到 个 次 法 ， 答 三 个 值 粹 出 三 个 狼 
立 分 最 f 例 贡 1 ie1s, 再 ass， Taiss ), 其 后 ， 四 个 指标 都 不 同 的 分 量 
有 三 个 ， 34 R193; is; 其 余 的 分 量 或 与 它们 相等 ,或 仅 相 差 一 
个 符号 、 但 是 在 这 三 个 分 量 中 ,只 有 随 个 是 独立 的 ,内 为 三 者 之 间 
通过 恒等式 (11-132 Pass 二 Raos 二 Pass 一 0 相互 联系 着 。 因 此 ,在 
四 度 宏 间 中 一 上 共有 20 个 独立 分 贡 。 中 选择 一 个 治标 对 硅 它 在 熔 定 
的 值 在 我 们 氛 考 开 之 点 大 不 改变 ) ,我 们 可 以 办 到 使 曲率 号 量 的 六 
个 分 最 为 需 . 【站 度 他 标 柔 息 的 中 能 的 独立 旋转 有 六 个 ) 内 此 ， 
在 每 一 点 上 的 四 度 空 间 的 曲率 将 为 十 四 个 量 所 决定 。 


习 是 


在 ge 一 小 gor 二 一 1 的 侣 标 对 硫 中 【只 要 将 了 四 个 全 标 变 蛋 得 适当 , 我 装 蜗 可 以 
应 足 芒 到 个 条 丹 的 ), 计 委 张 基 Tek 的 从 屋 ( 竺 避 ix 的 就 空间 部 分 分 开 )。 
解 : 当 9o 二 0 时 ,三 度 空 间 的 度 规 各 长 Yr st10-39) 与 4 .#8 重合 (yarj 二 9 1.87。 


导数 ?070 二 中字 与 一 个 三 诬 强 量 重 合 ,后 韦 我 他 用 x 来 代表 。 从 公式 (11 一 45) 
看 楼 对 个 ,得 到 -下面 的 烙 音 : 
Ron 一 Ce pe my 
Bag=1 : + Pag 
B x a 


式 中 卫 s# 授 通 过 Ya 洲 束 示 的 一 个 三 座 煤 明 , 表 东 的 方法 ,正如 用 gik 表示 站 让 一 
样 。 所 有 的 升 球 运算 和 协 变 黄 分 汉 党 ,在 此 处 部 是 让 三 度 空 间 办 进行 的 ， 就 是 就 利用 
度 规 强 量 ys (正如 我 疯 在 四 订阅 中 用 垢 景 Wis 来 进行 这 些 汉 党 一 样 )。 


加 我 重 将 能 得 到 独 交 分 景 约 指标 语 庆 ,了 7 的 所 合 写 在 下 面 : 
i219 1223 工 生 卫生 1324 1428 2223 2434 
1213 i124 1314 JS38<4 了 2 妾 3 2434 
1214 ]281 i1328 141 生 i484 -234 3334 
若 电 天 1 893 一 他 1584 十 局 74893 二 0 
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11-3. 引力 场 的 作用 量 函 数 

为 了 得 色 决 定 引 力 场 的 方程 ， 必 须 预 先决 定 这 个 场 的 作用 量 
Se。 变 修 忆 的 作用 量 与 粒子 的 作用 斌 之 和 ， 我 们 就 会 得 到 所 要 求 
的 方程 。 

正如 电磁 场 的 作用 措 一 样 ,作用 量 Sy 应 当 用 运 及 莹 个 谍 《 妇 
避 及 全 部 空间 和 叮 个 已 定 书 之 阅 的 时 国 誉 标 加 ) 的 积分 米 表 示 。 
既然 8 应 当 是 一 个 不 变量 ,所 以 它 有 上 下面 的 形式 : 

G1 gan, 


趟 中 ，G 是 其- 标量 。 为 了 决 守 这 个 标 是 ， 我 们 将 从 这 个 事实 出 
发， 即 引力 场 方 程 应 当 包 含 “ 势 "的 导数 ， 这 些 导 数 不 能 高 于 二 次 
(正如 电 碰 场 力 程 一 样 )。 既 然 场 方程 是 从 变 分 作用 量 酚 数 而 得 , 屠 
么 ， 标量 人 就 应当 包含 ga 的 导数 ,而 这 些 导数 不 高 于 一 次 ; 因此 ， 
4 仅仅 包含 张 量 ga 和 Ti 襄 量 。 

然而 单 从 ga 和 了 各 晤 ， 不 可 能 造 出 -一 个 不 变量 。 这 一 点 
可 以 直 搂 从 这 个 事实 看 出 , 遍 只 要 坐标 系统 选择 适当 ,我 们 总 能 使 
所 有 的 Ti 在 一 个 输 定 点 为 用 。 热 而 ,有 一 个 际 最 有 [四 庶 空 间 的 
曲率 存在, 它 虽然 除了 包 合 ga 和 ga 的 一 次 导数 外 ， 还 包含 ga 
的 二 次 导数 ， 但 是 也是 ga 的 二 次 导数 的 一 次 画 数 。 六 为 这 个 一 
次 性 ,不 变 式 的 积分 及 二 ga9 可 以 利用 高 斯 定理 化 为 一 个 不 
包含 一 次 导数 的 式 子 的 积分 ， 就 是 各 ， 人 瑟 了 二 5aQ 可 以 写成 下 
而 的 形式 : 


加 _ owt 
YR -ian= (ev 一 5ao9+ 人 "a0, 


式 中 , C 农 低 包 育 号 是 9a 和 和 它 的 一 次 叶 数 ,而 企 第 二 个 积分 内 的 
煞 积 分 图 数 中 有 基 : -个 量 vo! 的 艇 度 的 形式 《 梧 寿 计算 昂 本 节 之 
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二 按照 高 斯 定理 ;第 二 个 积分 可 以 变换 为 在 万 曲面 上 的 积分 ， 

这 个 癌 邮 面包 图 着 男 外 两 个 积分 在 其 上 进行 的 四 庭 体积 。 当 我 个 
变 分 作用 量 栈 数 时 ,右边 第 三 大 的 变 分 等 于 天 , 因 为 按照 慑 小 作用 
意 原 埋 , 场 在 积分 区 域 的 边界 上 的 变 分 等 于 老 ， 风 此 ,我 们 可 以 写 
出 


8 $a 9 29= 让 Gd 


左边 是 一 个 标量 ; 因此 右边 的 式 子 也 是 一 个 标量 (积分 
9 Y=9 dQ 本 身 当 然 不 是 一 个 祭 硬 )。 
G 这 个 基 满 足 上面 所 提出 的 条 件 ， 央 为 它 只 包含 gu 和 它 的 
艾 导 数 。 从 上 而 的 时 花 已 经 知道 ，3 对 7 一 9ao 是 咯 一 的 这 
样 一 个 不 变 如 ,所 以 我 们 可 以 写 出 


3S, 一 


dc 一 
人 Eo 了 i BR1 gy dn, 


C11—18) 
式 中 天 是 一 个 新 的 普 适 常 数 。 与 在 六 4-2 中 对 于 电磁 场 的 作用 
量 男 斤 所 做 的 相似 ， 我 们 能 够 看 由 ， 常 数 下 庶 当 是 正 的 【 郧 本 池 
本 )。 

这 个 常数 五 称 为 引力 常 娄 。 于 的 量 轩 可 以 从 (1L1-18) 式 直 接 
推出 。 作 用 是 的 量 和 网 是 克 " 厘 米 ? * 秒 一。 上 所 有 举 标 的 量 移 是 原 米 ， 
而 gss 央 没 有 基 网 , 所 以 王 的 基 风 为 车 米 -?,， 和 结果 我 们 得 到 上 的 
基 网 汶 厘 米 ** 克 一 " 秽 -。 关 的 数值 是 

一 6.67 x 10 厘米 3? 克 -+ 种 -2. (11-19) 

我 们 指出 , 我 们 可 以 使 (或 寿 何其 他 没有 嚼 网 的 数 ) 竺 于 1。 

但 同时 ， 搞 生 的 皇位 任 这 种 ' 放 加 下 与 长 度 的 单位 一 样 了 。 


全 有 有 阿 设 & 二 on 陡 么 , 疲 就 用 悍 米 天 度 贰 上 外 I 厘米 二 1. 引 x10*s 克 。 用 
这 上 冀 单 位 起 示 的 质量 称 治 物体 的 引力 中 径 。 


1 
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最 后 , 郁 我 们 来 姑 算 (11-18) 式 中 的 GG。 从 Ra 的 表示 式 
C11-15), 我 们 得 到 


轩 因 因 _ 
VgR=Y gitRe 一 og i 


or i, 
2 
对 于 右边 的 前 两 项 , 我 站 有 


“一 一 BT - 一 一 2 —— | 
Vy 9 gg) TI! nar CY —99 法 )， 


8 证 + oi goTh The}. 


7 [rt he FC! 9 gE Ti 一 9 gt), 


略 去 全 导数 ,我 俏 便 求 得 
一 一 - nm DO, ， | 
VT 9g) Ta Vs gw)— 
— Ch TEs TT) pa 二 六 
利用 (10-58) 一 (10-565) 各 公式 ,我 们 求 得 右边 的 前 两 项 等 于 Y 一 8 
和 潍 以 
2T ling" — DT gm 一 工匠 TB 下 一 
一 9 3 生生 一 DT 一 
一 29g0MTY IT 和 一 Tie)， 
最 后 ,得 到 


G=gH(TY 和 一 下 Two) (11-20) 

度 规 张 量 的 分 量 是 决定 引力 慢 的 量 -因此 ,在 对 于 引力 场 的 最 

小 作用 基 原 理 中 ,ga 各 量 正 是 变 分 的 对 象 。 热 而 在 此 必 胆 作 下 面 
的 基本 保留 。 明 并 之 ,我们 现在 不 能 确定 在 一 个 实际 上 可 能 实现 
的 场 中 ,作用 积分 对 十 yi 的 所 有 可 能 的 变 分 有 一 个 极 小 值 5 而 不 
只 是 一 个 梳妆 值 >， 这 与 下 面 的 事实 有 关 ， 郎 不 是 gis 的 每 一 个 变 


3 条 第 证- 语 下 力 堪 盯 称 


化 都 与 窒 间 -时间 谋 舰 的 变化 相应 ， 窒 加- 时 出 度 规 的 变化 等 丁 引 
力 场 的 实际 变化 。 当 沧 标 变换 仅仅 旦 在 同一 个 室 闻 -时 闻 中 从 一 
个 又 统 变 澳 到 另外 一 个 柔 统 对， 分 引 gr 也 要 改变。 就 … 般 情形 
静 ， 每 个 这 样 的 坐标 变换 是 由 个 《按照 焉 标的 数 日 ) 独 立 变 换 的 
集合 。 为 了 除去 ga 的 这 样 的 不 与 永山 变 化 有 关 收 的 变化 ， 我 们 
可 以 加 上 四 个 埔 鸯 条件， 拜 且 要 求 在 变 分 时 必须 满足 这 些 条 件 。 
因此 , 当 尼 小 作用 量 原 理应 用 到 引力 场 时 ;我 们 只 能 断 癌 ， 我 们 能 
议 加 四 个 辆 此 条 件 在 gw 上 ; 当 这 些 条 件 被 满足 时 , 作用 量 画 数 对 
于 giz 的 变 分 有 有 一 个 极 小 值 。 由 

记 仕 这 些 意 如， 现在 我 位 来 讲 明 引力 常数 应 当 赴 正 的 。 荡 他 
用 三 个 分 基 ga 等 丁 党 有 有! 由 948 的 分 其 所 构成 的 行列 式 19a3| 为 
常数 作为 上 面 所 提 的 四 个 精 坊 条 件 , 共 中 19aa :起 : 

go 二 日 19x 二 常数 


《由 于 最 后 一 个 条 件 ,我 们 有 有 re lgue1 =0)。 在 作用 量 


到 示 式 的 被 积分 西数 中 , 我 们 有 兴趣 是 渤 些 包含 在 ga 对 于 ww 的 
导数 的 项 (比较 第 78 页 )， 利 用 C11-20) 的 箱 田 计算 表明 ， 在 内 


工 gaegrsegay Dgas 
生 39 380 


很 容易 看 出 ,这 个 量 在 本 怖 上 是 正 的 。 事 实 上 , 选 抬 一 个 空间 坐标 
系 , 这 个 坐标 系 绩 在 一 个 答 定点 ,在 一 个 输 定 瞬 间 是 笛 卡 儿 举 标 
系统 (因此 ge 一 9 一 So)， 我 们 便 得 到 于 ( 光 休 】 , 亦 即 一 个 下 
方 和 |。 

钝 ”但 是 ,我 们 必须 善 重 指出 ， 我 闪 褒 赴 的 一 切 对 于 从 蝴 小 作 骨 量 原 理 求 场 方程 
的 过 程 才 无 昧 响 (§ 14-5)。 荡 些 方 释 可 以 从 下 面 的 要 求 冰 得 到 ， 即 作用 县 现 数 必 须 是 


一 个 独 编 什 ( 就 是 它 的 一 次 变 共 为 终 :，, 而 趟 -* 定 是 … 个 丁 小 从 。 因 此 ,在 求 撕 上 广 笨 时 ， 
我 全 能 够 使 gis 全 部 分 显 的 变 分 玫 是 独立 的 。 


四 -4 能 本 一 串 敏 强 荐 3 


因此 ;只 要 gae 随 关 时 间 所 的 变化 是 驶 快 (在 碟 的 积分 限 间 
的 时 间 间 隔 肉 )， 我 们 可 避 使 8 有 任意 大 的 镇 ， 假如 是 负数 , 那 
么 ;作用 量 曾 数 就 应 区 万 限制 地 下 许 ( 共 人 条 为 鱼 而 去 缀 对 值 期 可 人 
总 地 大 少妇 不 可 能 有 极 小 值 。 


$11-4. 人 能量 -~ 冲 量 张 是 
在 84-37 中 ， 我 们 已 经 求 出 一 个 莹 到 法 加 米 计算 任何 物理 体 
季 的 能 电 - 祁 曲张 车 ,这 个 物 坚 床 系 的 作用 量 图 数 为 四 度 罕 并 内 的 
积分 (24-838) 所 决定 。 企 斯 粮 举 标 中 ,这 个 积分 应 当 和 写成 : 
SS 二 AV yan. C11-91) 


《在 合 利 了 华 标 中 ,9 一 上 发 别 化 为 和 aa)。 积分 应 该 在 束 
全 三 放空 间 和 在 是个 答 定 是 间 内 进行 ， 歼 在 毅 积分 应 芒 在 两 个 超 
由 面 之 月 的 四 度 空 间 的 无 虱 区 域内 进行 。 
如 在 4-7 中 已 经 指出 的 ， 从 公式 (4-4g) 计 算出 求 的 能 量 - 神 
盟 张 量 ,- 一 般 来 襄 ， :不 是 对 称 的 ， 这 这 出 蕊 应 恋 如 此 的 ,为 了 使 之 对 
称 化 , 必 组 将 有 si tt 形式 的 适当 项 加 到 表示 式 C4-43) 上 ,此 处 
的 由 wrt 对 于 指标 k 和 ?是 区 对 称 的 。 现在 我 们 可 提出 一 个 计算 
能 医 - 溃 景 张 量 的 新 方法 ,这 个 新 方法 有 个 优点 ， 就 是 它 立 朗 导 出 
正确 的 精 果 。 
在 (11-212 中 ， 我 们 进行 本 从 坐标 不 到 学 标 2 一 wi 一 条 的 变 
找 ， 此 处 的 对 是 一 些小 的 量 。 在 这 个 变 澳 下 , g* 是 搂 照 下 面 的 
兽 旭 公式 窑 换 的 : 
gg! ) = gin (01) im (Sit 7)( +t) 


er 2 
pt iF etl ne 人 i 
Pm ty 


张 骂 g” 在 这 里 是 w'! 的 区 数 ， 而 张 量 9 二 是 生来 标 wi 的 画 
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数 。 为 了 将 所 有 的 天 化 为 同样 一 些 变 数 的 责 数 ; 我 们 将 #! 二 %! 一 
一 纪 代 入 9 % 并 且 将 gz! 一 2 站 展开 为 81 的 响 般 数 。 此 外 ， 上 隐 
去 上 的 商 欢 项 ,在 所 有 含 如 的 项 中 用 9g 代替 g' 人 因此 ,我 们 求 
得 


gC ) =g M7) E10 + 9 + rE. 

用 站 村 验 下 宪 不 天 明 , 边 的 后 三 项 避 以 写 为 站 的 又 

炊 之 和 厅 沾 + 部 '(。 因 此 ,我 们 最 后 得 到 9? 的 安 换 式 如 下 ; 
Fig dy, Sg = Eh Ei, C11-22) 

猎 然 作用 量 8 是 一 个 标量 ,那么 ,在 坐标 变换 时 它 不 改 灾 、 另 
一 方面 ， 作 用 量 在 坐标 变换 时 的 变化 可 以 写成 下 面 的 形式 。 各 在 
34-7 中 一 样 , 识 & 为 决定 作用 量 为 的 物理 体系 的 量 。 在 华 标 
变换 下 ， 这些 最 4 改变 8g。 但 是 ,在 虱 算 58 时 ,我们 不 必 写 出 与 
4 的 变化 有 关 的 项 。 根 据 这 个 物理 体系 的 “运动 方程 "， 所 有 这 些 
项 全 相等 并 互相 抵消 ， 因 为 这 些 方程 用 使 8 对 9 的 变 分 等 于 堆 的 
办 法 也 恰好 能 得 到 。 因 此 ,只 须 写 出 这 些 与 gw 的 次 化 相关 腾 的 项 
就 足够 了 。 象 不 常 一 样 利用 高 其 定理， 并 且 在 积分 限 上 使 39*= 
=0, 我 们 便 求 得 下 面 形式 的 88:@ 


SS 工 位 -2 wh OV gaA S09 
人 一 可 0 2 全 EE jn 
2 3 


{se 9gA 9 9V —gAls 二 
ET Ber Dg js a0. 
On! 


@ ”必须 闭 重 指出 ， 我 个 在 此 所 介 牛 的 尘 称 强 量 gi4 的 分 量 的 寺 数 的 豆 示 法 ,让 
菏 种 塌 义 上 ,有 符号 的 特 注 。 就 是 觅 ,导数 纪 /39i5C 是 9gi 的 某 一 个 画 数 ) 在 实 禹 上 
内 有 当 &8=2A9E99 人 时 才 有 感 义 。 但 是 在 和 6 dgik 申 ， 包 含 对 称 强 量 的 :地 上 的 
分 量 的 微分 &gix 的 项 出 现 两 次 。 轩 此 ， 在 对 于 主 左 的 任 -一 确定 的 分 其 gin 微分 到 的 
具体 卖 示 式 时 ， 所 得 到 的 县 应 读 画 供 子 用 ap/ag 引 押 表 示 的 是。 当 我 个 在 包含 导数 
9B/ag 世 的 公式 中 答 指 标 也 大 具 一 定 的 值 时 ,必须 注意 弄 让 个 流风 。 
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现存 ,我 站 ?1 和 下面 的 符号 : 


1 1 一 一 3 3 一 9 有 Dr 一 9 和 
可 一 9 了 年 一 2 7 一 一 到 本 (11-23) 


这 时 ,58 将 取 如 下 的 形式 @: 
58=—_1. $ Tadg ry —ga N= 
名 


-志和 Titdgeay — 9 Aan. (11-24) 
(注意 9598 二 一 90690) 因此 ,TH?6gm 一 一 Tw89m)。 将 69 的 表 
示 式 C11-22) 代 大 ;利用 张 量 Twx 的 对 称 性 , 因 我 信 有 
38 一 机 § 了 二 了 一 
-了 ff atrian. 
此 外 ;我们 将 此 式 作 和 如 下 政变 : 
38- 工人 人 7 只 Dr 8 a0— 
一 二 人 ra 二 5ao. C11-928) 
利用 (10-56》 第 一 个 积分 可 以 写成 
了 9 nT 
a fs T9700, 
拌 可 变换 为 在 一 个 超 曲 面 上 的 和 积分。 既然 在 积分 的 两 个 限 上 ，&' 
为 需 ; 那 么 ,这 个 积分 就 应 当 为 0。 
因此 ; 命 63 等 于 需 , 我 们 就 有 
5S= 一 过 《 TE TI OO 一 0. 


张 ” 我 何 要 神 意 , 寿 我 全 所 友 虑 的 铺展 中 ,十 个 量 59ik 着 不 是 独立 的 ,因为 它们 是 
全 标 灾 橡 的 糊 果 ， 而 忽 标 变换 只 有 四 个 。 因 此 从 色 =0， 不 能 推断 人 Dp 二 0。 我 们 也 要 
注意 , 雹 的 囊 示 趟 [11-34) 对 于 Vix 的 任何 变 分 都 是 正确 的 。 
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根据 如 的 任意 性 ,可 以 得 此 精 论 : 

Th.p=0. C11-26) 
将 此 式 与 在 伽利略 坐标 系 梳 中 的 有 效 的 方 笃 (4-41) 2 个 一 9 相 比 
索 ， 我 们 看 沼 ， 用 (11-23) 式 定 多 的 晓 量 了 ix 应 当 与 能 量 - 冲 量 张 
量 是 一 个 东西 ， 至少 也 要 淮 确 到 一 个 常数 因子 守 。 例 项, 用 公式 
C11~23) 米 对 电磁 场 [ A 一 一 1 Pink = — bn 进 
行 计 算 ， 不 难 证 明 这 个 因子 等 于 1 ， 上 就是 说 从 (11-23) 可 以 看 出 ， 
To 确实 是 能 量 - 冲 量 张 量 @。 

国 此 ,根据 CII-28) 式 ,将 两 数 A 对 度 规 张 量 的 分 量 (和 它们 的 
导数 ) 徽 分 ， 我 们 就 能 够 计 符 出 能 量 - 神 量 张 量 。 这 时 ,用 61-23) 
式 定义 的 张 量 Tw 显然 是 对 称 的 。 汶 了 计算 能 量 ~ 神 蜂 张 量 ,公式 
C11-23) 不 仅 在 引力 场 存在 时 是 便利 的 ;i 而 且 在 引力 场 不 存在 时 也 
基 便 科 的 , 当 度 规 张 量 湾 有 独立 的 意义 时 ,形式 地 过 流 到 曲 粮 坐标 
是 作为 计算 Ye 的 一 个 中 间 步 上 来 进行 的 。 

电磁 场 的 能 基 - 评 量 张 量 的 表示 式 (4-50) 在 曲 粮 坐标 中 应 当 
写成 下 面 的 形式 ; 


1 . 
于 二 二 (Put 一 mg }): 
或 者 ,对 于 混合 号 量 的 分 景 ， 


i CA 一 二 nen 让 C11-27) 


与 此 相似 ,一 个 宏观 物 林 的 能 量 - 神 攻 张 草 的 协 变 分 量 (4-63) 是 
To= (Pte Pgs 


册 就 是 襄 可 能 盖 一 个 常数 轩 子 一 - 浑 者 。 
吕 ” 在 合 刊 腹 稚 村 由，TPoo 二 和 0? 二 一 人 T9 明 能 量 密度 ， 而 2 一 一 I mu = 


三 省 7%? 则 是 中 量 密 庶 的 分 基 ;， 23 一 se 一 Pa 4 各 区 构成 冲 量 的 通明 密度 。 
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而 混合 分 量 妈 是 
2 《十 Et 十 2 (11-28) 
我 们 指出 ;了 0w 这 个 量 水 为 正信， 
了 00220. (C11-29) 


关于 分 量 T5, 不 可 能 作 一 般 的 断 语 。 


11-3. 引力 场 方 程 
现在 我 们 可 这 来 推导 引力 场 方程 。 这些 方程 可 以 从 最 小 作用 
量 原 理 5CS8m 十 So)=0 求 得 ， 此 处 的 go 和 So 分别 是 引力 增 的 与 
物质 的 作用 量 。 现 在 我 们 来 对 引力 场 , 序 we 带 量 , 进行 变 分 。 
先 来 计算 变 分 58r。 我 们 有 


5 人民 gdn -8 1 rRar 2 dn= 


-$ {2 gg RogitBy —y + gty —g 8Raldn. 
从 公式 C10-51), 我 们 得 到 


PE 


Baal Sg= 
2 


将 此 式 代 大 上 式 , 求 得 
人 gd = 
= (Rs rR eo" vg ao+1 gdRerr gd, C11-30) 


为 了 计算 868ww 我 们 指出 ,最 然 Ti 券 不 构成 一 个 张 量 ， 癸 是 
它们 的 变 分 [i 却 构 成 一 个 强 基 ， 因 为 Taga: 是 一 个 矢量 从 


中 事实 上 ,我 个 ff Too 二 Ew3 十 PC 二 gooY。 第 一 项 永 为 正 。 在 第 二 项 中 ,我 
全 等 出 wa 一 gaat9 十 goxtt 站 二 Mod 二 各 oo “42 ;组 过 简单 变换 以 后 ,得 到 六 dif da), 
此 是 的 是 生 胸中 闹 元 (10-28); 夫 此 ;可 具 清 想 地 看 出 各 64 的 第 二 项 志 为 正 。 
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某 一 点 卫 平行 穆 动 到 一 个 与 之 相距 无 限 近 的 一 点 了 P' 的 变化 【 昆 
0 35) 式 1。 因 此， 6574 4rda! 是 两 个 矢量 之 差 , 这 个 差 是 从 了 到 

移 两 个 下 行 移动 的 梢 果 ( 一 个 平行 移动 有 不 变 的 全 i 另 一 个 有 
变化 的 到 ;De 在 同一 点 的 黄 个 矢量 之 差 是 一 个 舌 量 ， 所 以 江 让 
是 一 个 张 量 。 

我 们 应 用 这 档 一 个 坐标 采 统 ， 它 在 给 定点 是 一 个 徊 利 略 坐标 
系统 .这 时 ,在 这 一 点 ;所 有 的 Th 一 0。 利用 Rw 的 表示 式 C11-15)， 
我 们 有 + 记 着 , 9 的 第 一 次 导数 现在 为 零 ) 


。 .fa 2 
rRom gn {so ~ BST} = 


2 局 。 Dw! 
=gi so gL = Fp 
式 中 to 一 9tTi 一 9ESTE 


既然 w' 是 一 个 天 量 , 我 个 可 以 将 所 竺 的 关系 式 在 一 个 任意 坐 怀 了 柔 
幸 中 写成 
gORe, = 


7 
[用 wof 代 人 22;, 工 利 用 (10-56) 式 ] 因此 ,II-307 民 右边 的 第 
二 个 积分 等 于 

《1 i Ri 1p dN (a0, 


利用 高 斯 定理 ， 可 以 变 为 w! 在 包 图 整个 四 度 体积 的 超 平 画 上 的 积 
分 。 既 然 场 的 变 分 在 积分 边界 为 替 ,; 那 么 这 一 项 应 访 为 零 。 因 此 ， 
变 分 58s 等 于 @@ 

53, = 人 as- 二 :2) Bgit y — gan. C11-31) 


外 在 此 ， 我 们 指出 一 个 有 趣 的 情况 。 假 如 我 们 补 算 出 变 分 5 人 RV 一 9 R02[ 用 
0Q2776) 直 的 Re 将 [4 作为 沽 立 变数 ,将 rax 作为 常数 , 热 后 用 【 友 的 表示 式 C10” 
507), 肥 我 他 全 得 等, 区 是 容易 址 明 的 。 反 之 ,如 果 要 求 上 述 变 分 尖子 赂 ,期 也 可 以 确定 
ria 和 度 规 更 量 问 的 关 湛 。 
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多 们 此 吕 , 作 如 红 们 从 更 的 作 骨 量 的 表示 式 
By = Te sp $e Vs dn 


盖 发 ,那么 ,我们 就 会 得 到 (这 是 容易 证 明 的 》 
GV 9 HGVTIN, 
S89 一、 位 5 DD)_ 2 A i eg ran, 


16mE Dat 
Bw 


将 比 式 与 (11-31) 比 较 , 我 们 得 到 下 面 的 关系 式 : 


i {OD 2 Xe}. 


1 
人 1 


2 
2 56r 
(11-32) 
对 于 物 公 的 作用 量 的 变 分 ,根据 C11-24) 式 立 朗 可 以 写 出 
SS 一 ~ 或- ~ Pdg rr —g dD, (11-38) 


式 中 ， Yih 是 物质 (包括 电磁 场 在 内 ) 的 能 量 - 神 量 张 量 。 只 有 对 
于 质量 足够 大 的 物体 ，3 引 力 析 互 作用 才 起 作用 《由 于 引力 常数 太 
小 的 原故 》。 因 此 ,在 研究 引力 场 时 ,我 们 通常 应 评 计 座 宏 观 物体 。 
与 此 相应 ,对 于 Tr， 我 们 通常 应 当 用 表示 式 《11-28)。 假 如 引力 
场 是 由 其 空中 的 电 袖 场 辍 射 所 建立 的 ,那么 ,对 于 了 了 ,我们 应 该 用 
表示 式 (1I-27J。 但 是 必须 到 着 ,在 自然 界 中 看 在 的 自由 畅 射 的 能 
基 密 度 用 物质 的 物体 的 能 量 ( 包 合 静 止 能 在 内 ) 密 度 比 较 起 来 是 非 
常 小 的 。 因 此 ,研究 电磁 场 在 没有 物质 存在 时 所 建立 的 引力 场 ,不 
能 引起 特殊 的 兴趣 。 

因此 ， 从 最 小 作用 量 岩 理 SS 十 688*= 0， 利 用 Or 31) 和 
CT 人 半生 我 们 求 得 : 


mE ， 
JE 人 人 证 -5 gy gy d=0, 


由 于 S93 的 任意 性 ,从 此 得 到 : 
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] br 
dir — 总 gr = ir, (C11-34) 


或 者 ,写成 混合 分 量 的 形式 ， 
RR = 


BTE ,or. 
ra, (11-35) 


这 试 臣 所 求 的 引力 乾 方 程 一 -1 义 相 对 论 的 基本 方程 。 


将 (11-35) 对 于 指标 i 和 边关 ,我 他 求 得 R= 一 全 
C2=T1)。 因 此 场 方程 也 可 以 写成 / 
Fi = Sm (ra 一 工 gm 7) (11-36) 
ct 呈 ” 


应 当 注 意 , 引 力 场 方程 是 非 线 性 方程 。 因 此 ， 对 于 引力 场 , 近 
加 原理 是 无 效 的 ,这 与 在 狭义 相对 论 中 的 电磁 场 的 情形 (4-2) 不 

然而 忆 须 访 住 ;站 实际 上 ,我 问 通 党 必须 研究 弹 的 引力 志 ， 对 
于 吕 的 9[| 力 境 , 第 一 次 近似 的 场 方 程 是 绕 性 的 {所 下 一 上 洁 》， 对 于 
这 样 的 场 , 在 这 种 近似 情形 下 , 选 加 原理 是 成 立 的 。 

在 惧 室 的 空间 中 ,zx= 0 引力 场 的 方程 化 为 方程 

Ri =0. {11-37) 

我 们 提 齿 一 下 ,这 艳 不 音 赎 着 在 办 空中 ， 空 阅 - 时 疝 是 玉 坦 的 ;要 
为 平坦 的 ,就 必须 有 Ri 一 0， 
电磁 场 的 能 量 - 冲 量 张 量 有 24= 0 的 特性 上 网 (4-51) 式 ]。 荔 
一 方面 ,既然 R= 一 = 那么 ,在 有 电磁 易 出 现 示 没 有 任何 质量 
的 情形 下 ,空间 -时 间 的 标 曲 率 汐 党 (R=0)。 

如 我 们 所 知道 的 ,弓手 2 的 散 订 8: 为 零 人 8 11-4)， 因 此 
方程 (11-35) 的 左近 的 散 度 应 当 为 需 。 从 此 可 以 很 容易 起 实 下 面 
恒等式 的 成 立 : ， ,gn 

Rist— FER) ~ 如 证 一 3 Br 0 (11-383) 
这 也 可 以 区 接 对 恒等式 (11-14) 乘 以 g054 来 得 到 。 
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因此 , 了 :zs 的 方程 实 里 上 已 经 包含 在 卉 方程 {11-3) 必 内。 另 
一 方面 ， 方程 了 4,»=0 表示 能 莽 守 恒定 律 和 仲 最 守 惰 定 律 ， 还 包 
售 我 们 所 研究 的 能 最- 孙 量 张 骂 所 属于 的 物理 体系 的 运动 方程 ( 邹 
物 贤 粒 子 约 运动 方程 或 第 二 对 卖 克 斯 革 方 程 )，。 因 此 ,引力 场 方程 
也 包含 建立 这 个 场 的 物 里 《 物 针 的 粒子 和 牺 贸 的 电磁 饥 ) 本 身 的 
方程 。 与 此 不 同 , 电 碘 场 的 万 程 《去 克 斯 章 方 程 ) 仅 仅 包 含 总 电 街 
守恒 的 方 穆 { 违 炉 性 方程 ), 但 是 本 包含 建立 场 的 电荷 的 运动 方程 。 

因此 ,在 电 袖 场 的 情形 里 ,电荷 的 分 布 和 他 荷 的 运动 可 以 任 巧 
黑 定 ;只 假 设 总 电荷 不 变 就 行 了 ， 这 个 电荷 分 布 的 规定 ,借助 于 克 
旧 斯 草 方 得, 就 决定 了 电 背 所 产生 的 场 。 在 引力 凡 中 ,产生 场 的 物 
祷 的 分 布 和 运动 纺 不 能 任意 规定 ; 相 皮 地 ,它们 应 当 与 物质 所 产生 
的 场 同时 决定 (在 输 定 超 始 条 件 下 解 塔 方程 

然而 必须 指出 , 引 为 志方 程 并 未完 至 类 定 物 虹 的 分 布 和 运动 。 
事实 上 ,这 些 方 程 关 不 包含 物 态 方程 , 朗 联 系 它 的 压力 与 密度 的 广 
程 。 除 了 场 方程 以 外 , 物 态 方程 也 是 应 读 粹 出 的 。 

四 个 坐标 2: 可 以 爱 任 喜 的 变换 。 用 这 些 变 按 , 我 们 可 以 从 张 
臣 的 十 个 分量 中 任意 规定 四 个 。 因此 独立 的 只 有 去 水 量 gz。 此 
外 ， 在 物 贸 的 能 量 - 冲 盐 张 量 中 出 现 的 四 度 速 度 wi 的 分 量 ， 人 彼此 
之 间 有 wie= 一 1 的 关 膝 宪 在 ,因而 , 它们 之 中 只 有 三 个 是 独立 
的 。 因 此 ;十 个 卉 方程 C11-834) 实 际 上 确定 了 十 个 未 知 数 ， 就 是 大 
个 gu 的 分 量 , 三 个 wi 的 分 量 和 物质 密度 2 或 它 的 压力 p)。、 

从 方程 (11-3d4) 中 消去 四 个 未 知 数 一 “速度 和 密度 ,可 以 每 到 
决定 去 个 量 gax 的 六 个 方程 。 因 为 十 个 方程 (11-34》 被 此 之 间 有 
四 个 恒等式 2:s=0 存 在 ,所 以 共有 六 个 gi 的 方程。 


加 题 
求 稳定 引力 场 方程 。 


334 弟 十 -人 章 ” ”引力 声 方 程 


解 引入 符 屿 900o 二 一 和 9on 二 hgxs 央 
HY 
式 中 ,Ya8 是 空 半 的 (三 度 的 ) 度 规 强 县 (20-89 1。 及 后 ,所 有 升 标 , 降 标 或 协 变 向 分 ,部 
是 在 殊 yaa 为 诬 规 绚 量 的 三 度 闵 周 内 进行 的 (如 在 § 11-2 的 到 是 中 一 样 )。 我 偶 再 引 


入 三 度 反对 称 张 量 


dg _ gm 
EE 


fag=oa ea 一 8 二 

和 三 度 涉 度 wa, 王 度 加 度 wz 由 下 式 定义 ; 
-aq , 
oe VE — ga ddr)” 

计 和 党 张 县 Bi 和 Tik 的 分 其 , 厅 得 到 下 面 甬 方程: 全 


1  . Ek s+» EC— 轨 
2h hi he hie hit aleefr em ea 3 | 
她 旦 


VR Bm p+s 
+ Eh =— or on 
1- 坚 性 
A 1 
P+ Bjer fer—ot nh: TI 二 


一 六 本 十 {P+ee’ ey 
os 8 egfT 一 put3Aeay | 


已 4 是 一 个 用 Ya 来 表示 的 二 度 张 是, 其 表示 方法 ,正如 用 g4z 来 表示 也 和 一样)。 


$ 11-0. 牛 里 定律 


在 已 经 求 得 的 引力 声 方 程 中 ， 我 们 来 作 到 非 相对 论 力 学 的 模 
了 服 过 度 。 正如 在 $10-8 所 指出 的 ;关于 所 有 粒子 巡 度 很 小 的 假设 ， 
要 求 引 为 场 也 是 很 弱 的 。 

在 $10-8 中 , 我 们 求 得 在 极限 情形 下 的 度 规 张 量 的 分 量 go 


{ 我 们 所 需要 的 唯一 分 量 ) 是 
800 一 一 1 一 29 和 


国 ”假如 先 注 痪 到 最 后 的 方程 只 能 在 组 合 量 faa 四 舍 矢 是 ge 的 导 奴 ,而 不 是 乞 
基 的 本 筷 , 寻 算 就 可 简化 。 事 实 . 上 ,方程 对 于 叫 间 坐标 的 形 如 2 一 9 二 PK 的 谈 忆 
《这 个 变换 不 改 亚 声 的 稳定 性) 应 蕊 不 变 。 但 是 对 于 这 样 的 变换 ，8a 变 为 ga 十 Ph, a; 而 
张 量 fa8 本 身 显然 不 改变 。 
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次 , 对 于 能 量 -证 量 张 量 的 分 量 ， 我们 可 以 用 表示 式 (4-657 
人 一 Ace 其 中 下 是 物体 的 密度 [在 一 个 单位 体积 内 的 粒子 的 
质量 之 和 ) 既然 宏观 运动 也 稻 为 是 胡 慢 的 ， 那么 , 对 于 四 度 速 度 
wu, 我 们 应 当 上 略 去 它 的 所 有 的 空间 分 量 , 而 仅仅 你 视 时 间 分 量 , 就 
是 讼 ,应 当 使 w=0,wW= 一 w= 1。 因 此 ,在 T3 的 所 有 分 量 之 中 内 
留 有 


T= — we?. (11-39} 
标量 全 = 人 将 等 于 同一 值 一 we?。 
我 们 将 场 方 程 C11-36) 写 成 


当 鳃 50 时 ， 


不 难 生 明 ,在 我 们 所 考虑 的 近似 情形 中 ,所 有 其 余 的 方程 都 恒 等 于 
用。 

在 从 普 涯 公式 (11-15) 计 算 R9 时 ,我 们 要 尘 意 ,所 有 含 P 让 请 
量 的 铺 积 的 项 ,在 任何 一 种 情形 下 ,都 尾 关 于 9 的 一 规 小 外 。 含 有 
对 于 加 = 中 的 导数 的 项 是 很 小 的 ( 周 那 些 含有 对 于 坐标 和 e 的 导数 
的 项 比较 ), 因 为 它们 含有 1/e 的 额外 考 。 精 果 , 赚 下 Roo= 一 民 一 
9786/929。 将 了 8o 和 = 一 睹 9*99049 一 二 了 2 代入 ,我 们 求 得 


C2 Dor 
12p _ 1 
人 
因此 , 场 万 程 化 为 
Ap = 47k, C11-40) 


方程 《11-40) 是 引力 场 在 非 相 对 论 力 学 中 的 方程 。 我 们 要 注 
意 这 个 方程 完 他 与 电势 的 泊 松 方程 (5-4) 相 似 , 只 是 在 此 处 以 质 芋 
密度 弱 一 米 代 葵 了 电 从 密 论 。 因 此 ,与 (5-8) 相 类 似 ， 我 们 可 以 
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立 划 写 出 方程 (11-40) 的 通 解 如 于 : 
9 一 - 丰 2 ， C11-41) 
”这 个 公式 决定 症 韭 衫 对 廊 芍 近似 博讯 下 任意 宽 曙 分 布 的 引力 场 的 
势 。 
就 特例 避 之 ,一 个 质量 为 呈 的 粒子 的 塌 的 势 芷 


Er 
一 站? 


因此 ，, 作 上 在 该 场 内 前 另外 一 个 粒子 (质量 为 mw) 上 的 力 = 


上 
一 一 59 等 于 


赐 一 (C11-~42) 


1 Kr’ 
Poh 


这 束 是 众 库 周知 的 小 模 引 力 定律 名。 
短 子 在 3 办 场 内 的 势能 等 于 粒子 的 惧 玛 冬 以 场 的 热 
《$ 30-10) ,这 与 电场 内 的 势能 等 于 电荷 乘 以 场 的 势 相似 。 国 此 ， 与 
5-102 相 似 ,我们 可 以 写 出 任意 质量 分 布 的 势能 各 下 : 
U= 一 此 人 upar。 (C11-44) 


对 于 离 产 生 场 的 质 嫩 很 还 的 恒定 引力 场 的 牛 瑟 势 ， 我 们 可 以 
配 出 一 个 展开 式 , 这 个 展开 式 与 在 85-5 和 有 5-8 中 所 得 到 的 静电 
场 的 展开 式 相 类 仅 。 我 们 选择 质量 的 民 性 中 心 为 坐标 原点 。 这 有时， 

分 rar 将 但 等 于 秆 ,这 个 积 从 与 电 窒 体系 的 侦 极 第 相 类 伺 。 
因此 ,与 裔 电场 的 情形 不 同 , 在 引力 场 的 情形 中 , 我 们 总 能 够 消除 
“ 偶 极 项 ”。 因 此 , 势 9 的 展开 式 有 下 面 的 形式 : 


竟 二 对 未 十 辣 DasgR DY Rt TF (11-45) 


(11-43) 


加 大 (111-43) 我 们 看 出 ， 于 于 基本 粒 阅 ， 引 力 革 上 星 磁 力 之 比 是 覆 其 竹 咎 的 。 例 
如 .对 于 两 个 电 汪 ,比值 ke? fe* 尘 于 3 了 0-**， 对 于 两 个 导 子 ,这 个 比值 等 于 
7 x10 37o 
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式 中 Mo war 是 体系 的 总 愤 量 ;而 
pase—) LBvave — ?726 dF [11-467 
可 以 称 为 锅 量 的 四 极 第 张 蔓 由 。 它 与 通常 的 转动 慌 量 张 基 


J = Crd a — wate ydF 


有 下 夯 的 关系 式 : 
Das—=d yr deg — Bags C11~47) 


$11-7. 中 心 对 称 的 引力 场 
我 们 来 研究 一 个 有 具有 中 心 对 称 的 引力 场 。 任 何 中 心 对 称 分 布 
的 物体 机 可 以 产生 这 样 的 场 ;这 时 ,当然 不 公分 布 必 须 是 中 心 对称 
的 ,而 且 物 体 的 运动 也 必须 是 中 心 对 称 的 ,不 是 高 ， 短 一 点 的 如 诬 
必须 是 沿 着 什么 的 ， 
场 的 中 心 对 称 性 就 等 于 襄 ; 完 间 - 时 间 的 度量 ; 妇 装 浅 吕 的 来 
示 式 在 所 有 与 中 心 等 距离 之 点 必须 一 样 。 在 欧 示 空 关 中 ， 这 个 迹 
现 等 耳 拓 径 ; 在 非 欧 氏 宏 闻 中 , 例如 在 引力 场 存在 的 情形 让 ,说 
一 个 量具 有 欧 氏 从 径 的 一 切 特性 (例如 ， 工 等 于 到 中 心 的 由 离 , 区 
等 于 图 周 之 长 除 以 27)。 央 此 光伏 德 ”的 选择 蝎 在 是 任意 的 。 
假如 我 个 用 空间 :- 球 ”坐标 7 9,8, 潮 么 ， 生 的 最 厂 尺 的 中 心 
对 称 式 古 
daz = tr, 92 十 下 [9 下 六 3imD2D 如 2 十 3) 十 
十 了 PE 全 十 7 {11-48) 
式 中 , 名 思 ?是 “大 径 ”r 和 “和 时 间 ” 的 某 神 固 数 。 但 是 , 央 为 在 
广 沁 相对 论 中 ， 参 督 系统 是 可 塘 任 意 移 摊 的 ;所 以 我 们 还 可 以 对 坐 
标 进行 不 刘 背 ?的 对 称 性 的 任何 溉 换 ; 这 睦 是 总 ， 我 们 可 以 按照 


吕 在 上 由, 我 们 将 三 请 卉 标 痢 二 碟 下 标 . 没 有 区 分 访 变 和 这 变 分 量 , 因 为 所 有 的 捞 " 
登 部 是 在 普通 的 牛 幅 和 抹 辣 ! 欧 此 明知 本 图 :由 进行 鸭 。 
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公式 7== 刻 (7 ,的 ; 1 一 了 oC?, 1) 变换 和 坐标? 和 此 人 外 的 二, fs 是 新 
泽 标 天 志 的 任 癌 画 数 。 

利用 这 种 可 能 性 ， 我 们 这 样 米 选择 坐标 了 和 叶 间 至 凑 先 ， 使 
Qs 的 表示 式 中 的 员 噶 的 系数 tr, 站 为 零 , 其 次 ,使 和 的 表示 式 中 
的 第 二 项 的 系数 矿 7, 旭 简化 为 一 了 ， 后 一 要 求 意味 着 ， 拓 径 蚌 
这 样 定 尺 的 ,使 一 个 以 坐标 原点 为 加 心 的 图 周 等 于 3rr( 在 0 7/2 
的 生 面 内 的 赔 的 是 元 等 于 用 =r297 将 月 和 分别 号 战 形 如 一 
和 ee ”的 指数 式 是 便利 的 ， 此 处 的 和 和 ?是 7 和 ft 的 某 种 画 数 。 
因此 ， 我 们 得 到 ds? 的 下 面 的 表示 式 ; 

ds? = e0212 一 en C11-49) 

用 2 ma 0 人 牙 别 代表 举 标 六 中 8, ct, 对 于 度 周 张 量 的 茱 于 

者 的 分 量 , 我 们 有 


-十 ; _ 
人 1 一 人 > yop—= 7 153 一生 sin?0, go0 = —£ ， 


显然 ， 
ga 一 er>， gy22 二 2， y= go 一 一 6 ， 
用 这 些 值 ,不 难 从 公式 (10-507 算 出 工 和 计算 的 辕 果 如 下 (一 
搬 表 汪 对 于 7 的 微分 ， 在 符号 "上 - 的 一 点 〖A 表 示 对 于 et 的 微分 


LY = L'? 一 —sing ons 由 
$1 To? 83 = 一 8LQ 4 


C11-50) 


r=， Tas = —"r8inDe-*, 
fj 的 所 有 其 余 的 分量 《除了 那些 与 所 写 出 的 分 量 差 别 为 指标 & 


名 必 里 描 温 先 个 条 性 并 末代 值 决定 时 间 湛 标的 选择 。 就 是 就 , 它 还 可 以 爱 竹 | 一 
个 不 包 会 ?的 形 即 f 王 六 丰 ) 的 任意 变换 。 
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和 7 变换 的 分 量 外 ) 其 为 堆 。 
汐 了 得 到 引力 的 方程 ， 我 们 应 当 按 照 公式 (11-15) 计算 起 量 
Ri 的 分 量 。 一 个 简单 位 是 完 长 的 计算 导出 下 面 的 方程 ; 


名 TT 训 1 - [i i I 
na Ti1=e +)- 坟 (11-51) 


F 里 tr 
ST TI Te (w+ 守 + 一 字 )- 


多 
Hd 
一 地 (4 -2 C11-52) 


号 
A 1 2 1 
a i {11-53) 
BT. (11-54) 
其 余 的 分 量 枉 等 于 震 。 


引力 方程 对 于 在 睦 宝 中 的 ， 妇 在 产生 场 的 质量 以 外 的 中 心 对 
称 场 这 一 非常 重要 的 情形 可 以 完全 积分 (斯 法 竖 西 尔 特 ,19186)。 命 
能 量 - 钟 量 张 量 等 丁 震 ,我 们 得 到 下 而 的 方程 : 


eS+ 上 一直 =0， C11-55) 
3 | 

oe ( 守 一 襄 )+ 寺 =0， (11-56) 

一 站 《11-577 


[我 们 没有 写 第 四 个 方程 , 即 方 程 (11-52)， 因 为 它 可 以 从 其 余 三 个 
方程 推出 
从 (C11-57) 式 直接 看 出 , 入 与 时 间 无 关 。 此 外 ， 将 C11-55) 和 
《11-56) 相 加 ;可 得 氏 十 x 二 0, 部 
$+ v= f(t), C11-58) 
式 申 ,了 让 仅 议 是 二 的 求 数 。 但 是 当 我 们 选择 间隔 8? 为 C11-49) 的 
形式 后 ， 还 可 能 作 一 个 形 如 t= 人 太 ) 的 任意 的 时 间 变 换 ( 见 第 338 
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页 的 县 二 ) 有 这 必 的 变换 就 等 工 将 一 个 任 起 的 时 间 而 区 加 到 » 上 ， 
提 且 借 它 的 帮助 ,我 仙 总 可 能 使 C11-58) 式 中 的 了 ( 避 D 为 零 。 因 比 ， 
并 不 损失 任何 普通 性 ,我 俏 可 以 亡 为 + 一 0, 印 %= 一 wz。 因此 我 
人 注意 到 ,; 鞭 空 中 的 中 心 对 称 引 力 汤 自然 而 然 是 净 止 的 。 

方程 (11-56) 十 容易 积分 的 ;其 四 打 是 


sy 
e- 一 er 一 1 十 蜗 数 
于 


我 们 注意 一 个 有 兴趣 的 情 癌 ,部 在 无 限 远 处 (> oo), es 一 e 一 1 
这 各 起 明 , 与 奴 引 物体 相距 很 远 之 处 , 度 必 就 让 然而 然 地 安 成 了 人 
刊 略 度 规 。 在 远 距 离 处 , 场 是 弱 的 , 牛 瑚 定律 庶 涯 成立, 这 样 就 不 


礁 通 过 物体 的 贤 量 求 表 示 这 个 常数 。 即 是 说 ， 我 们 应 当 有 go 一 
29 


一 一 1 一 二 


襄 上 兄 C10-73) 式 ]， 此 处 的 势 9 等 于 自 己 的 生 屯 表示 区 


G1- 弛 ): 9 一 一 他 (m 是 产生 寺 的 物体 的 总 导 妊 )。 从 此 显然 可 
办， 常 数 二 一 sm 

因此 ,对 于 山 陋 ds, 我 们 最 后 得 到 

d= (2— 2 Jat — Csin2 0 dg + dg )— oi Ci 
C2 

这 个 式 子 完 到 确定 任何 中 心 对 称 分 布 的 质量 在 芙 室 中 所 产生 的 引 
力 场 。 我 们 着 重 指出 ,这 个 解 不 仅 对 于 静止 的 圈 量 有 效 , 而 且 对 于 
运动 的 质 管 也 有 效 , 只 要 求 这 个 运动 也 有 中 心 对 称 性 (例如 , 中 心 
对 称 的 报 动 )。 

空间 庶 规 为 空间 下 离 元 的 表示 式 


d= gin 0 dp a + pi 


过 {11-80) 


ear 


所 决定 ，[ 张 量 Yos 的 分 量 《10-29》 现 站 显 然 与 相应 的 分 量 gus 
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重合 ]， 从 中 心 到 空间 的 任意 点 的 距离 是 全 Ya 而 且 既 然 
' 0 
gi 这 1 峙 么 ， 
人 Ye 


0D 

{ 只 有 对 了 于 在 无 穷 过 的 点 ,等 异 才 成 立 )。 以 坐标 原点 为 阁 心 ,经过 
考虑 点 所 作 之 图 的 辐 周 是 3rr。 由 此 可 见 ， 一 个 圆 的 周 长 与 其 尘 
笃 之 比 小 丁 27。 

此 外 ,从 CH11-593 我 们 知道 ,一 9oo 近 1 由 士 定 兴 固有 时 的 公式 
[40-34)d7 二 一 goodt; 可 以 推断 

芽 Ts 人 

只 有 在 无 穷 远 处 ,等 吨 方 能 成 立 , 在 无 旁 远 心 , 计 与 同 有 时 重合 -网 
此 ,在 与 质量 相距 可 限 距 调处 的 时 章 比 在 无 穷 远 处 的 时 间 走 得 慢 。 
换 句 靳 埠 ,在 引力 场 内 , 光 莱 线 移 向 红 的 一 边 ( 见 呈 10-10)。 

如 我 们 所 知道 的 ,分 量 go 应 当 是 负 的 。 从 (11-59) 式 ,我 们 看 
转 )，“ 伙 答 ? 所 取 的 值 不 能 小 于 2Emyes。 一 个 加 的 周 县 的 相应 的 
最 小 值 是 


J dr 


2 3 . 
这 战 吉 明 ， 一 个 物质 的 物体 的 强度 不 能 小 于 某 峭 定 的 下 限 。 朗 是 
说 ,一 个 视 量 为 襄 的 物体 ,其 周 其 不 能 小 于 47kmje?., 中 
表 后 苇 们 血 介 绍 3? 在 中 碍 坐标 题 点 很 远 处 的 一 个 近世 式 : 


dar ded LEY dy2 cz2012， 11-61 
22y 


第 二 项 是 对 俘 利 略 度 规 必 si 的 一 个 小 的 修正 。 在 与 产生 场 的 质 早 


这 ”我 何 要 注 宫 。 落 个 精 果 并 黑 应 肌 到 基本 粒子 -就 课 六 认 艾 = 对 于 咎 本 粒 天 ， 
本 趾 所 提供 的 磋 的 理喻 ;让 于 其 了 志和 旬 ,对 于 出 mye? 关 很 多 .10* 的 数 基 铬 ?信和 总 范 
图 ,如 我 同 访 已 指出 的 ,已 烃 不 能 应 用 六 。 
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相距 其 远 处 ,每 个 场 都 芋 中 心 对 称 的 。 因 此 ，(11-61) 式 决定 与 任 
何 物 体 体系 相距 其 远 之 处 的 度 规 。 

关于 在 吸引 氏 芷 内 的 中 心 对 称 有 引力 场 ， 了 世 可 以 做 某 些 一 般 芍 
考 虚 。 从 方程 (11-59), 我 们 看 出 , 当 + >0 时 ,和 至少 要 象 "一样 
快 地 趋 近 于 盐 ; 假如 不 是 如 此 ,还 么 ,方程 的 右边 ; 当 >0 时 ,就 应 
该 变 为 无 限 大 了 ; 训 是 家 ,7 在 +=0 处 应 该 有 一 个 奇异 点 ， 然 而 
这 在 物理 上 是 菏 源 的。 将 (11-58) 作 形 式 的 积分 ， 其 边界 条 件 是 
| ,0=0, 我 们 得 到 


， 
= 一 人 § 02ar}. (C11-62) 
0 
既然 714 一 一 后 oo0[L 克 (1T-392 臣 1], 都 么 出 此 可 见 ; 和 0, 邵 
ex 1 (11-63) 


泪 闪 到 迪 个 不 夫 式 和 而 的 不 等 
人 一生 十 [力士 3 ue 0, 
我 们 可 从 方程 C11-51) 求 由 wz0。 但 是， 当 * >co 且 (离开 质量 其 
远 ), 度 规 赤 为 基 利 咯 度 规 ,Un ev yy0， 轩 此 ,从 2.0 可以 
定 ,在 整个 宏 间 v<0, 即 
es C11-64) 

这 些 不 等 式 者 明 ， 前 面 所 府 的 中 空中 的 中 心 对 称 场 中 的 链 的 
走动 和 空间 度 规 的 性 质 同 祥 可 以 应 用 于 明 引 物质 内 的 场 。 

假如 31 力 场 是 由 一 个 什 径 为 a 的 球体 所 产 生 ， 那 么 ， 当 +>>a 
时 ,我 们 就 有 =6。 对 于 ?>a 的 点 ,公式 (11-62) 给 出 


%= 一 In 人 二 和 § Trzdr}. 
ey 
侨 


另 一 方面 ,在 这 里 我 们 可 以 应 用 大 于 展 空 的 表示 式 C11- 冶 ) 控 照 此 
式 ， 
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二 -hm(1— 2 ). 
C2F 


使 以 上 两 式 相等 ,我 们 得 到 公式 


下 
m= 1 Torady, C11-65) 
0 


这 个 公式 是 用 物体 的 能 量 -六 最 张 量 米 表示 物体 总 质量 。 


习题 


] 来 在 览 空 中 的 中 心 对 称 引 力 声 中 的 鹤 末 曲率。 

搬 ， 宝 阅 此 率 强 县 (我 们 用 了 $7 张 表示 ) 是 用 空间 度 规 强 量 Ya 8 来 表示 的 , 下 
示 的 方法 ,正如 用 9 事 示 避 抽 nm 一样 。 茧 基 PS s 的 分 量 可 以 用 张 量 Pas 二 Par8 
约 分 量 C 和 yaa) 来 由 示 ,因此 ; 只 频 计 和 鱼 Pa 就 鹏 了 C5 11-2)。 用 从 (21-80) 得 到 的 
yx8 的 值 , 炎 寺 计算 后 ,我们 得 到 张 量 的 分 量 的 秆 如下: 


和 mT Er . 
PS= PEI Pr=— 


2Em 
or 
当 a 舌 B 于 ,了 3 一 0, 因此 绰 量 王 & 是 对 外 的 。 上 应 冲 注 意 , P89, 已 9 为 正 ， 丽 五 F 为 
夏 。 荡 就 是 圾 ， 和 此 间 凡 何 是 这样 的 , 使 耕 过 原点 的 “ 缉 面 ?内 的 -一 个 三 角形 的 三 个 科 之 
和 关于 ,而 司 * 虱 下 "于 务 径 的 5“ 科 夯 ?内 的 三 角形 的 三 个 角 之 和 小 于 y。 

， 己 定 施 楼 曲面 的 形式 ， 我 们 要 示 在 臣 个 族 贿 曲 下 上 的 放 何 同 在 所 本 中 的 中 让 
尘 和 下 力 澡 内 和 过 忌 的 "拉面 *, 上 的 几何 一 拌 。 

人 妃 ， 在 施 转 曲 画 2 二 *(f7》 上 的 几何 为 \ 用 杜 休 举 标 ) 具 亩 元 
dls=dr? dsP-t-rades— dri(tl i es) rdp 

所 次 定 ， 些 此 式 与 站 所 考 谨 的 路 内 的 * 平 徊 ”8 二 /3 内 的 是 庆 元 


荆 一 

OR 

加 比较 ,我 习 得 草 Dh 
1 人 3 
出 此 可 得 A 7 ， 一 外， 


3 将 间隔 (12-59) 交换 汉 禾 样 的 尝 标 由 ,在 其 中 的 宝 间 不 离 元 路 和 尖 的 欧 氏 天 
示 式 成 比例 。 
毛 : 命 "(1)" 
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共 口 一 多 1, 我 四 等 到 


下 V2 
| a ] o2 dfs - (1+ ): drt ra r? ins A dP),. 
人 
誉 标记 ,名称 为 秋 向 间 性 的 球 誉 标 . 

4， 求 中 心 对 际 绰 力 扬 作 这 样 - -个 来 标 对 能 中 的 方程， 这 全 玲 标 系统 在 每 一 点 部 
同 在 该 点 的 物 作 -一 起 运动 ,这样 的 参考 系统 丈 力 "加 行 ? 乔 过 兴 梳 > 

保 ” 蕉 舍得 用 阅 蚂 让 民 二 '8) 内 的 溉 标 rf，t 的 顶 全 本 能 的 杰 拆 ,第 一 , 使 279t 的 
系数 Er 训 堆 ; 生 二 , 刁 物 栖 的 稚 向 证 尾 疗 芷 所 有 的 加 为 者 (根据 由 属 对 称 性 . 渤 庶 
其 东 竟 分量 -一般 邦 为 需 1.， 在 此 以 乒 ， 玉 标 7 利 人 仍 热 果 能 处 受 - -个 任意 形 如 + 二 
一 PP 一 下 的 变换 

分 咱 用 一 e*， 一 e536erv fp 是 7 有 [的 丽 数 } 来 表示 加 了 我 个 得 痢 | 全 
的 表示 式 如 十 : 


Heisercs dt — est Aes Nin dy er dre, C1 
物质 的 能 量 - 冲 基 引 基 的 分 球 基 
了 一人， 一， {2 


释 过 一 个 村 | 当 宫 基 的 计 敬 ,我 全 导出 上 应 的 引力 方程 ; 


， 本 . 
Sp T= Sn p= Je 人 ta -2 ( 站 一 让 i je £3) 


中 
k E 
Sm Te Bn =e eAC2e 十 
二 于 和 十 妆 一 计 一 怠 - 知 一味 一 下 C4) 
Bb EE 遇 A 1 pn 一 _ 
T= 二 0 一» A a 四 si __ pi : 
or (+ Tar ) 2 (% ") “5 
i 
2 了 二 1 一 ex 2 一 二 A 二 wh Y)，, Cy 


从 方程 Tx 三 0 可 以 得 到 45 种 流 洁 的 一 些 兽 沁 基 杂 ，T 和 x 二 0 计 个 力 程 是 包 沼 
在 引力 方 各 L134-26) 之 内 的 将 KI) 和 (C2) 的 ?种 19ix 代入 、 我 全 得 到 | 让 噶 琴 个 方 税 ; 


二 人， 
和 +2 Pie” P+E 
假如 是 能 量 5 的 已 知 移 茄 产 ,于 么 , 沈 站 开 我 可 以 交接 积 分 如 
一 _; de : ; 
Mtoe 2 fo ptf (7) 
=-2 1 rt), (8) 


巾 隆 了 上 上面 丙 谣 的 可 以 作 形 如 "一 站 9 二 下 的 人 f 意 改 摸 ， fC7) 和 ptt) 可以 人 总 
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继 反 。 
5， 求 当 物 视 的 压力 为 零 叶 的 中 心 对 称 六 力 走 方程 的 通 解 【《D. art 1987 年)。 
少 ” 我 个 用 “国有 * 参 专 采 综 ( 见 加 题 4 从 公 式 (8) 显 机 昂昂, 当 克 = 上 时， 我们 
可 以 涂 w 二 0。 因 此 .方程 (5) 可 以 正 楼 上 坷 时 间 积 分, 其 医 果 为 
a 
AFIy 0) 
其 中 ;了 二 了 C7) 是 > 的 一 个 企 意 逆 烙 ( 愉 请 是 1 十 >0 的 条件 》。 将 此 式 代入 着 古 4 的 
方程 (3) 内 ,得 到 
+fe+=0. 
伟 个 方程 的 第 -= 次 积分 是 
Em 


| 
本 = Fe“ 十 皇上 ， 


其 中 ,了 一 卫 门 是 另 一 个 任意 画 数 。 开 积分 妇 , 我 便便 得 列 下 面 的 精 果 ; 


当 了 >0 叫 ， . 
TT _， 豆 
ot=1y fer+ Fe 一 A sh 一 1 (Vs J 
f fF nn 
当 f<0 时 ， . (2) 
/一 一 一 六 
vt= i¥ Fe ee 一 in- 0 一 全 jn 
了 (一 了 * 


将 这 些 碟 于 代入 淹 题 4 的 广 各 C5) 内 ,对于 5 我 网 就 得 到 : 


se (3) 


公式 同人 就 是 所 求 的 和 通电， 我 们 注意 :在 本 时 全， 遂 禾 并 不 己 三 个 任意 凯 数 有 闫 ， 
酒 只 与 两 个 任意 毅 数 闻 甘 : 诈 两 个 任意 隔 数 站 定 六 加 而 请 量 串 的 兴 庆 ;因为 举 标 ?本 
朋 还 可 以 任意 渤 控 (在 全 z=0 以 后 ;时 笨 的 还 择 是 电导 的 3。 


$11-8. 中 心 对 称 引 力 场 中 的 运动 

我 们 现在 来 研究 物体 在 中 心 对 称 引 力 增 内 的 运动 。 正 如 在 从 
一 个 中 心 对 称 场 内 一 样 ,运动 发 后 在 经 过 原点 的 一 个 “平面 ”上 ; 我 
介 选 择 这 个 平 店 作 为 小 王 8=7/3， 

为 了 决定 物 休 5 贤 电 为 可 ) 的 珊 道 ， 我 们 用 哈密 顿 - 雅 可 时 六 
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程 : 


BS a8 
地 ~ 十 喇 262 一 
9 395 “一 0 


利用 由 间隔 的 表示 式 C11-597 确 定 的 8 我 们 求 出 下 面 的 方程 : 


本 33 1179S2 eo _ 
e 的 一 日 (到 ) 二 (于 mc2=0, (11-66) 


: er 一 1 (11-67) 
Cm' 是 产生 场 的 物体 的 质量 )。 用 解 哈密 顿 - 雅 可 浴 方 程 的 一 般 法 
则 ,我 们 求 导 求 下 面 形 式 的 ; 


S=—@utt+ Mp+fr) 
式 中 ,Go 是 常 能 量 ,如 是 神 量 秆 。 将 上 式 代 入 (11-66), 我 们 便 求 得 
方程 
e— 人 二 一 已 "2) = pae2, 
由 此 得 到 
- 了 _ 6 有- “p22 一 2 
or cc 9 


因此 ,作用 量 等 十 
如 一 -Bitt Mp+ a 了 本 we- 2 {11-68) 


坝 道 为 方程 38734 一 常数 所 决定 ,由 此 可 得 


庆 丰 
= =-- 一 - 。 {11-69) 
yy 03e"— Ms, 
C2 2 


它 可 以 化 为 椭圆 积分 。 

作为 在 中 心 对 称 引力 增 内 的 运动 的 一 个 例 予 ， 我 们 举 出 行星 
在 太阳 引力 场 内 的 运动 。 刻 然 行星 的 速度 比 光 速 小 很 多 ， 所 以 引 
力 的 相对 莘 理 蓟 对 于 用 牛顿 理论 所 得 的 行星 提 道 ， 只 能 导出 一 个 
微不足道 的 修正 。 
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为 了 近似 研究 轨道 方程 (11-69), 比较 便利 的 是 将 它 写 成 下 面 


的 微分 方程 ; . 
(¥ er - B32 0 aa 
人 9 


?3 Rp 
或 者 引入 新 的 变数 9 一 1/7, 将 。" 的 式 子 代入， 而 写成 
型 2 o( 对 和 ) 一 并 2 一 和 264 十 ok!m?eo 一 M0202 + Rm’' N20. 


将 这 个 式 子 尝 多 微 分 ,我 们 得 到 
to (11-70) 


在 其 中 ,我 们 引入 了 常数 p= 入 ?fkmm?, 4 =3km' /es, 
这 个 方程 与 从 牛顿 理 基 所 得 的 方程 的 差别 只 在 为 值 甚 小 的 一 
项 ae?。 我 全 要 用 恶 步 逼近 法 来 解 这 个 方程 。 在 零 胡 的 近似 中 ,我 
们 路 去 sz 这 一 项 。 余 下 的 态 程 的 解 就 是 熟知 的 牛顿 轨道 
ol+e eo Pp) 


式 中 , 儿 是 轨道 参数， 而 上 旭 是 己 心 率 ; 长 中 轴 是 %= D/C1 一 83)， 
贺 道 的 近日 点 与 外 一 Y 相应 。 

在 三 一 般 的 近似 中 ， 我 们 设 f= ee+ eu 此 处 的 06 是 需 航 近 
似 解 。 将 =5o 十 代入 C11-70), 我 们 求 得 ea 的 方程 


Ceri 


Gop? 


+ gr 一 CG3 -Sl+e 608 P P= 


= 下 (1+ 2 G08 仿 士 二 osag | 
在 者 边 括 怠 内 所 有 的 项 中 ， 只 有 第 二 项 引起 加 道 的 可 观察 到 的 变 
迁 ; 出 于 共振 《 同 齐 2 次 方 程 守 从 十 91 一 0 的 解 共振 ), 这 一 项 引起 


连 镇 增加 的 效应 。 仅仅 保 凶 这 一 项 ,我 们 得 到 间 齐 头 方 各 的 ci 的 
特 解 : 


Xe : 
oY sng, 


348 第 广 总 引力 揣 方 释 


因此 ， 在 所 要 求 的 ; 撕 筷 中 ， 


I 
加 


ec 一 工 - (re eng 如 + in Dj 
了 - 


1 人 
| 1 十 eens IT 一 -- 1. 11—71 
| To ( 2 72 


由 此 我 倍 看 出 ， 和 车 顿 屯 道 是 旋 情 的 ; 在 行星 博 -… 同 以 后 ， 轨道 的 近 
日 点 此 移动 二 

-一 270 Gr kn Er 

32? 一 2 C20( 1— es) C11 人 

其 次 ， 我 俏 考 虑 光 厅 在 中 心 对 称 引 力 场 内 的 路 和 公 。 这 全 路径 


为 相 南 数 方 程 (10-712 


本 已 由 
9 Spi Dt 


所 岂 定 , 这 个 方程 就 是 到 =0 的 哈密 顿 - 雅 可 虹 方 香 ， 因 此 对 考 光 
线 的 轨道 ,在 (11- 的 ?中 命 吉 ==0, 我们 立即 写 出 


Er 
y= 一 (11-73) 
2 y oo EY 
rc 


(站 位 更 在 用 光 灯 的 频率 oo 一 一 3 求 代 赫 粒子 的 能 到 8 一 34 )。 


为 了 禾 究 这 个 轨道 , 正 轴 | 在 前 面 一 样 ， 我 们 将 C11~732 和 写成 微 


王峰 


(2 一 oto 03, 


gp ce M2 
或 者 ,将 作对 ?微分 ,再 引用 常数 4= 3tmw jes, 而 写成 
二 2 = 
api™ 一 吕 十 以 休 {11-74) 


也 从 (11-73) 计 第 从 来 的 告 所 和 变化 的 数 伍 对 水 是 是 43.0“， 对 地 球 是 3.8"。 
尖 广 学 的 现 客 的 烙 果 ，, 水 畦 其 短 世 筷 和 2.6” 二 0.9", 地 球 总 包 汪 各 1.6" 土 .7 与 理论 
完美 地 符合 。 
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暴走 为 秆 巷 小 的 项 ac2 形 们 得 到 渤 般 近似 解 


LDH 和 
- 有 


《我们 引信 了 符号 吾 :178 一 ooycl ) 亦 即 一 条 经 过 与 原点 相 趴 为 
王 之 点 的 雇 帮 ?一 /03 9 为 了 求 遇 一 个 近似 解 ， 我 们 将 5 二 06 十 
+er 代 人 《1987， 这 样 ,对 于 zu 我 们 就 找到 了 方程 


do 应 
a 十 全 1 二 训 7 一 02208? 多 。 


IC 一 : 


这 个 厂 程 的 一 个 特 解 目 cx 一 了 十 ain? 9 )， 因 此 我 他 得 到 光 纺 
的 轨道 方程 
1 OY La 


i 


现在 我 们 来 决定 这 条 曲线 在 与 中 心机 中 此 远 之 处 的 方向 。 为 
此 ,我 们 呆 命 ?=o% 或 =0), 并 用 从 所 得 的 方程 寻求 得 p; 形式 如 
9 一 土工 十 g Ag 的 解 ,其 中 Ag 是 小 的 [注意 到 (11-757 中 右边 的 
第 二 是 小 的 J, 赂 去 高 级 量 , 得 到 


& (1 十 sin 多) (C11-75Y 


1 de 
人 一 + 


因此 , 光 米 的 帆 道 是 一 条 出 如 ,这 条 出线 的 两 条 渐 近 贱 所 类 之 外 是 


各 一 = Me C11-76) 
一 条 经 过 中 心 对 称 引 为 场 而 在 与 中 心 相距 交尾 的 光线 会 偶 转 ， 这 


个 翁 塌 为 上 面 的 公式 所 决定 《一 条 恰恰 经 过 太阴 的 边 入 的 光 未 所 
受到 的 折射 为 人 9 一 475 )。 
和 1 能量- 冲 量 次 缚 量 


往 没有 引力 场 疮 在 过 ， 物 质 ( 回 同 电 磁场 ) 的 能 量 守 异 定律 和 
补 量 守恒 定律 是 尺 方 程 (4-41) 7'sr/9x%*=0 来 表示 的 。 这 个 方程 
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推广 到 有 有 31 力 场 的 情形 是 方程 (11-26) 
1 PTV) 
Vg Do 

然而 在 这 种 形式 中 ,这 个 方程 ,一 般 襄 来 , 并 不 表示 任何 守恒 
定律 中。 这 种 情况 与 下 扩 第 实 有 关 ，, 郎 在 引力 场 中 , 应 乱 守 恒 的 不 
是 单独 物 实 的 四 度 仲 量 而 是 物 沉 和 引力 场 的 四 度 总 冲 量 ， 后 者 并 
未 包谷 在 Pf 的 式 子 之 内 。 

为 了 决定 守恒 的 ,引力 增 和 其 中 物 实 的 四 度 总 神 量 ,我 们 进行 
如 下 包 。 我 们 这 样 来 选择 坐标 柔 统 , 使 在 空间 -时 间 的 某 一 舱 定 点 
上 ， 所 有 ga 的 第 一 次 导数 都 为 零 ( 这 时 ,gix 可 以 不 同 于 它 的 仰 利 
格 值 ) 那么 ,这 样 ,在 项 点 ,方程 K11-77) 中 的 第 二 项 消失 ,而 在 
第 一 项 中 ,可 以 将 Y 一 9 从 微 俘 符号 内 提出 ,因而 留 下 的 是 


k 1 EA _ 
了 一 本 Boi 心 ， 《11 了 7 


9 ik 
5 i=0, 
或 者 , 猴 道 蛮 分 量 表 示 ， 2 
TO 0 
昼 潇 足 这 个 方程 的 量 了 可 以 写成 下 面 的 形式 ， 
PH 


@ 事实 上 ,积分 了 ?4Y 二 54Sx 要 守 杜 ,就 必须 满足 条 件 *CY 一 ?T=0， 


而 不 是 浦 足 (11 和 77)。 在 曲 铭 举 标 中 进行 5 4-4 里 在 箔 卡 儿 誉 标 也 所 作 的 一 切 计算 就 
很 窜 易 余 明 让 一 点 。 除 此 点 外 ,只 须 广 意 下 面 的 蒜头 就 够 了 ,和 这 些 运 侣 是 粮 形 式 的 , 与 
相应 的 基 的 张 县 特性 元 关 , 旬 高 斯 定 惠 的 证 明 一 样 , 官 在 曲线 健 标 中 的 形式 11-337 和 
在 笛 卡 儿 于 标的 形式 是 一 样 的 。 


名。 我 们 可 能 有 这 个 意念 ， 邹 将 公式 (11-23) 应 用 到 引力 扬 ， 将 二 7 9 代 


入。 但 是 ,我 搓 着 重 措 出， 这 全 公式 只 能 应 用 到 以 民 于 gw 的 县 4 水 描 疗 的 物理 体系 ; 
固 此， 牙 全 会 式 趟 载 应 用 到 为 ix 本 三 所 沈 定 的 引力 碍 。 注 意 , 在 (11-33)] 式 中 各 字 伦 
在 时 ,我 们 得 到 的 不 过 是 等 而 已 , 党 一 点 从 关系 起 C11~3%) 和 筷 空 电 的 扬 方 程 可 以 直接 
和 看 出 。 
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式 中 ,”%"!' 是 对 于 指标 了 为 反对 称 的 量 : 


nl qi, 
实际 上 ， 不 难 将 T* 化 为 这 样 的 形式 。 为 此 我 们 从 下 面 的 场 
方程 出 发 : 
TR ) 


对 于 EY, 按照 ii- 多; 我 人 有 
一 1 Em hn 2 Ba es) 2 由 Ea 开 

E “一 全 9 gg {+ -二 } 
《值得 提醒 一 下 ;在 我 们 所 考虑 之 点 ,所 有 到 :一 0)。 经 过 简单 的 
疾 换 , 张 量 了 让 辣 这 化 为 下 面 的 形式 ; 
花 括 强 青 的 式 子 对 于 和 【 是 反对 称 的 ， 这 就 是 我 们 在 上 面 用 
7 来 代表 的 量 。 斌 然 giz 的 第 一 苞 导 数 在 所 者 虑 之 点 为 项 ,因子 
1 一 的 可 以 从 微分 符号 3273e: 下 提出 。 我 们 引用 符号 
C4 9 


而 让 7 一 TGF Fm CONIT I C11-78) 
这 些 量 对 于 天 和 7 是 反对 称 的 : 
bil Rith, C11-79) 
这 时 ,我 们 可 以 写 
Pr. 


这 个 关系 是 在 39sx/9*!==0 的 假设 下 导出 的 ,在 过 流 到 任意 的 
坐标 柔 统 时 仍然 有 效 。 在 一 般 情形 下 , 盖 35771/9w1 一 (一 g)Pit 不 
等 于 等 ; 我 们 用 (一 9)t 来 代表 这 个 凑 。 于 是 ,根据 定义 ,我 们 有 

C—OTr tN . C11-80) 


tw 对 于 和 是 对 称 的 ; 
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Hi C11-81) 
这 可 以 直接 从 它们 的 定 光 在 出 ， 央 为 张 星 了 和 导数 22%1j3x 都 
是 对 称 的 量 呈 ,按照 引 为 方程 ,用 2 表示 了 人 着 且 利用 下 2 的 表 
示 式 (141-78)y 经 过 相当 宛 长 的 填 算 [这 里 耸 到》 可 竺 到 经 的 式 子 
如 下 : 


= 本 BT ot 2T ?mL tp 上 pl hn 一 下 i L?y 和 gitg'™n) 十 


oar Bt Th Ts ob be) 
+ org (ToT t+ ao? Tiot nl nlnp)+ 
+9 "9TH a 一 ToTyo C11—82) 
吉 有 一 个 本 旭 上 的 特性 ， 流 是 它们 不 构成 一 个 张 摹 ， 知 果 注 
意 到 在 3h*!/9w1 内 出 现 的 是 普通 导数 而 不 是 以 变 导 数 ,就 不 难 丁 
搂 诈 明 这 一 点 。 然 而 ,tt 是 用 量 I, 表示 的 ， 而 后 者 对 和 本 
术 性 变换 有 张 量 的 特性 ( 见 $ 10-5)， 所 以 ;同样 的 情况 对 于 二 也 
能 应 用 。 
从 定义 [11-80) 可 以 断定 ,十 ta 恒 满 是 方程 


FC 9TH = 0 C11-83) 


这 表明 ,有 党 
一 :hi gCTH +e) C11-84) 
的 守恒 定律 存在 。 
在 演 有 Sl 力 场 时 ,在 合 利 赂 坐标 中 ,i*=0, 而 上 面 的 积分 化 为 
训 全 7odgw 印 化 为 物质 的 四 度 溃 量 。 因 此 ,C11-84) 的 量 应 当 是 
物质 和 引力 场 的 四 度 总 冲 量 。t 妊 量 的 集合 称 为 引力 场 的 能 芋 - 
冲 量 厦 张 量 。 
霹 下 是 为 7 这 点 ,在 前 曾 我 稍 才 将 一 各 从 2 下 欧式 于 中 对 x 的 油分 符 导 : 下 提 
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《II-84)》 中 的 积分 可 以 在 包括 整个 三 度 空 间 的 任何 匹 容 大 的 
超 昌 而 上 进行 《 蝎 入 4 和 和 叶 4-7)。 慨 如 我 俩 选择 就 超 曲面 苔 = 
第 数 作为 这 个 面 , 孝 么 ,已 " 可 以 写 为 一 个 三 度 室 间 的 积分 的 形式 : 

= (CT +). (C11-85) 

象 通常 一 样 ， 《一 9 十 加 0 这 个 量 可 以 称 为 物质 和 增 的 总 能 量 
“ 帘 度 "而 证 (一 9)C2w+190) 则 是 总 种 贡 密度 的 分 量 。 后 者 《 科 
之 以 局) 也 同时 代表 能 基 通 景 密度 的 分 量 ， 而 (一 的 0 十 经 则 
是 惠 量 通勤 密度 的 分 量 。 企 没有 物 留存 在 时 ，?2%= 0， 因 而 引力 
场 的 能 量 岂 度 可 以 袁 为 【一 风 扣 的 形式 ， 而 证 量 党 度 则 可 以 表 为 
二 (一 gt 的 形式 。 

物 锅 和 场 的 四 度 总 冲 量 用 【一 六 (2 十 绍 ) 的 积分 来 表示 ， 
【一 9 二 Et 对 十 指标 名 吉 是 对 称 的 ， 这 个 事实 非常 重要 。 它 
几 明 ,有 和 角 动 促 量 从 守 性 定律 存在 ， 冲 基 第 的 定义 是 ( 兄 4 7): 

一 Vs Pa 全 


一 mT CT tC gd. (11-86) 

因此 ,在 引力 场 中 ,总 冲 量 罕 守 恒定 律 仍然 有 效 汪 。 
选择 这 样 的 一 个 坐 慰 系统 ， 使 其 在 指 定 的 体积 元 内 为 娩 利 风 
第 标 ， 这 时 我 们 就 能 够 使 所 在 的 既 在 空间 -时 间 的 芷 意 一 点 为 堆 
《因为 这 时 所 有 的 工 为 零 加 另 - 帮 而 ， 在 或 氏 空 间 中 ， 邮 在 访 
有 引力 场 出 斑 时 ,只 点 我 全 用 曲 检 党 标 代替 复 卡 匈 坐 标 * 我 们 束 能 


证 ” 刻 须 指出 ,我 伍 所 及 得 的 蛋 质 和 刀 的 由 上 庶 冲 草 的 才 示 式 ， 欧 下 是 唯一 呆 紫 的 。 
怡 汉 相反, 我们 译 无穷 杀 的 万 注 Ca 以 淹 看 ,和 例 刀 ,本 市 说 税 题 ) 来 造 出 计 些 吉水 忒 ， 这 
些 矿 举 式 作 没 有 里 上 在 时 化 为 四 5 而 当 对 类 示 dd 的 积分 时 间 得 到 一 些 守 模 量 。 县 然 
这 些 相 分, 部 物质 种 场 的 总 能 草 基 总 让 基站 上 时 当然 是 -: 样 的 ， 但 是 冲 基 和 能 曙 站 空间 
的 密度 修 布 却 是 东周 的 。 扣 而 ,我 们 所 作 的 能 使 得 辟 的 能 县 -证 量 贤 张 提 为 对 称 的 选 
撑 基 雁 … 的 ， 时 丽 可 栈 定 出 冲 攻 算 什 和 i 定律 在 本 党 上 ， 这 与 在 #477 中 的 情况 是 一 
样 的 > 
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得 到 不 等 寺 需 的 扩 。 周 此 ,在 寿 坷 情形 下 , 喜 空 间 某 处 的 引力 场 的 
能 量 是 次 有 意 居 的 。 假 如 张 量 Ysz 在 某 一 世界 点 为 堆 ; 带 么 ,在 任 
何其 他 参考 徐 闵 中 也 古 这样 ， 因 而 我 们 可 以 蔽 企 这 一 点 深 有 物质 
或 电磁 声 。 相 反 地 ， 从 一 个 用 号 量 在 一 个 参考 科 箔 的 某 一 点 为 需 
约 事 实 ,根本 就 不 能 断定 ,在 另外 一 个 大 者 系统 中 也 是 如 此 ,因此 、 
谈 在 某 个 地 方 到 底 有 没有 引力 能 是 无意 愉 的 。 它 完全 与 下 面 的 事 
实 相 底 , 即 只 要 坐 检 选 择 得 适当 ,我 们 能 够 “请 天 "在 一 得 定 体积 元 
内 的 引力 场 , 同 时 ,根据 我 们 在 上 商 所 训 的 , 尾 瑟 量 经 在 这 个 体积 
元 内 也 将 消失 。 

但 是 基 2 忆 物 质 和 场 的 四 度 冲 量 ) 却 有 完全 肯定 的 意义 ,在 根 
所 物理 的 考虑 所 必须 的 程度 上 ,与 参考 系 舟 的 选择 无 关 。 臣 我 们 炎 
着 我 们 正在 研究 的 圈 量 划 出 空 因 的 一 个 区 城 , 这 个 区 域 要 足够 大 ， 
使 我 们 能 够 认为 在 这 个 区 域 以 外 汽 有 引力 场 。 在 时 间 的 过 程 中 ， 
这 个 区 域 在 四 谋 空 间 - 上 时间 内 岩 贞 一 条 “通道 "。 存 这 个 “通道 以 
外 ， 场 旦 不 存在 的 , 因 测 四 度 宕 间 是 平坦 的 。 由 于 这 个 原 尖 ,在 话 
算 场 的 能 县 与 冲 量 时 ,显然 我 们 必须 这 样 来 选择 四 度 参 考 条 入 ,使 
得 在 通道 "以 外 ,坐标 系 半 为 伽 利 咯 季 和 级 ， 而 所 有 的 i 部 为 适 。 
根据 这 个 要 求 ,参考 系统 的 确定 当然 灶 不 是 只 一 的 , 它 在 “通道 ”以 
内 还 可 以 被 任意 地 选择 。 然 而 ， 完 全 与 最 了 i 的 物理 意义 一 致 , 它 
们 与 “通道 ”内 坐标 有 洒 芒 的 选择 完全 无 关 。 假 设 有 两 个 坐标 系 纺 ， 
在 "通道 "内 是 不 同 的 ,但 在 “通道 ”以 外 ,这 两 个 华 标 系统 是 同一 个 
爷 利 略 坐 标 秒 耕 ， 我 们 来 比较 在 这 涛 个 柔 硫 内 的 四 度 冲 量 已” 和 
PP" 在 不 同 的 “ 瞬 则 ”x? 和 w" 的 值 。 我 们 引用 第 三 个 坐标 系统 ， 
这 个 坐标 系 姚 在 加 的 一 瞬 氏 在 “通道 ” 内 与 第 一 个 笋 迷 证 合 , 在 
2 的 一 瞬间 与 第 二 个 系统 重合 ,而 在 “通道 ”以 外, 如 与 同一 个 各 
利 瞎 坐 标 采 和 耕 重合 。 下 据 龙 最 守恒 和 神 改 守 昼 定 律 ， 时 PP! 是 不 变 
的 (3 as 一 0)。 这 对 于 第 三 个 坐标 柔 浆 是 罚 此 ， 对 了 于 前 两 个 也 
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是 如 此 ;从 此 可 以 断定 也:= 了 "这 如 是 要 证 明 的 。 
条 商 已 继 提 过 ， 苇 经 对 于 举 标 的 嫉 性 变换 来 规 是 一 个 张 量 。 
因此 ,已 对 于 这 样 的 安 换 构成 一 个 天 量 , 就 特例 音 之 , 它 对 于 洛 偷 
葡 安 换 襄 构成 一 个 矢 旦 。 将 C11-80) 代 人 C11-84), 我 们 求 得 


1 CC oRitt 1 9 9 ys 
fo 7 一 局 和 Ihr 
CY) aw! dS 2 (2 WR a8 (Ba 有] “ 


利用 (1-362) 式 ， 这 个 积分 可 以 化 为 在 普通 曲 而 上 的 积分 : 

Pi= | hiafr,. (11-87) 
假如 我 们 远 摊 超 曲面 加 = 常数 作为 (11-84) 中 积分 面 ， 那 么 ， 
[11-87 中 的 积 务 装 屿 变 为 普通 空间 中 的 一 个 曲面 等 。 因 此 ,我 介 
求 出 了 物质 和 引力 增 在 三 度 空间 的 某 一 个 区 战 内 的 四 度 神 量 的 表 
不 起, 这 个 表示 式 二 在 包 图 这 个 体积 的 曲面 上 的 积分 ;: 


. 1 ， 
Pot haf. C11-88) 
有 


在 引 用 这 个 公式 去 旗 算 物质 和 场 的 四 眶 总 冲 量 时 ， 我 们 必须 

记 首 ;按照 上 而 所 谭 的 ; 裤 间 坐标 对 统 应 当 如 此 选择 ， 使 在 无 穷 远 
处 (在 无 究 还 处 空间 是 欧 氏 的 ) 华 标 系 统 变 为 第 卡 宛 坐标 了 系统。 

公式 C11-88) 应 用 于 秋 常 在 坐标 原点 附近 的 攻 立 物体 又 ,我 

们 可 以 六 积 分 选 提 由 离 物 体 十 分 远 的 积 务 功 ， 使 在 其 上 的 引 为 场 

为 立 肪 的 表示 式 (11-61) 所 决定 。 计 算 的 精 果 是 

Pr=0, P= me, C11-897 

式 中 ， 辣 是 柔和 统 的 总 质量 ， 这 是 我 们 所 自然 期 待 的 结果 。 这 是 通 

常 所 恕 的 "引力 " 磋 量 等 于 ”惯性 ? 丑 量 的 表示 式 《由 物体 产生 的 引 


名 gj/ 这 个 是 是 “ 屋 自 “于 而 元 的 , 它 与 “切面 ”元 2 六 的 关系 是 (1-33): 41 和 一 
= 村 stm Et。 在 包 图 季 下 下 wx? 朝 的 超 咎 面 的 面 上 上 fm 的 不 为 营 的 分 量 仅 仅 是 
玉 9 下 详 芝 ,的 那 综 仇 芷 ， 因此 B7tr 具有 塘 毕 让 和 天 之 中 有 -一 个 为 党 的 修 芯 。 分 站 
4ftx 就 丰 葡 通则 两 的 三 上 度 元 移 分 量 , 我 们 简 以 4f 由 之 。 
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力 志 所 决定 的 实 量 称 为 " 相 力 "性 菜 . 它 就 是 出 秽 在 91 力 电 内 的 装 
电 的 表示 式 ! 的 人 全 ,再 扩 特例 车 ,在 牛 赂 定律 中 的 算 基 ; 记 
定 一 个 物体 的 冲 量 与 能 荆 乙 比 的 质量 称 为 “ 民 性 ? 实 量 ， 而 腻 特 例 
再 之 ,一 个 物体 的 静 上 小 能 嘎 等 于 这 个 质量 乘 贡 人 3)。 

在 旺 定 引力 场 的 情形 里 ， 可 能 米 出 物 焉 和 条 的 总 能 下 的 一 个 
简单 天 示 式 ， 这 个 表示 式 是 在 物质 所 占据 的 空间 办 的 积分 。 为 了 
得 到 这 个 表示 式 ; 我 们 可 以 比方 训 ， 从 下 面 的 恒等式 出 次 ;不 难 证 
坦 , 这 个 恒等式 当 所 有 的 号 都 .与 如 无 关 有 时 成 立定 : 


9 
到 -CT en 


将 BY 一 9 任 三 度 袜 间 内 积分 让 | 用 汪 度 窗 间 的 高 晰 定 理 , 得 到 
$ Ror — gar= $ 1 gg ofa. 
我 们 选 溢 一 个 足够 远 的 积分 面 ,在 其 上 我 们 用 市 公式 (11-61) 灯 出 
的 gi 的 表示 式 ; 么 过 简 常 计算 后 ,得 到 
| Rvs 5 A = — Sm, 


就 龙 裔 ,我 们 所 写 的 积分 等 于 一 4rkgPo/e。 同时 要 注意 ,按照 场 的 
方程 


7 )= CTP! 3 7), 


从 (I1-16) 我 们 可 得 
Blog i =9" (0 2rte tlol Fm —IEL ts, } 
利用 (10-53) 和 和 C10-55), 我 侧 发 现 此 式 可 时 六 


一 和 CY Cr A BD. 
一 


利用 阅 一 区 季 式 C10-56) ,不 难 首 明 ,恒等式 右边 的 党 二 项 是 一 了 Ym ,而 根据 讨 


有 的 最 与 gu 雹 美的 很 设 ， 熙 一 项 应 恋 为 零 。 梳 打 , 国 理 , 在 第 | 求 和 代 韩 
对 上 求 和 ,我 全 丢 得 到 正文 让 的 公式 。 


五 3 一 


7 
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我 们 就 得 到 所 要 求 的 公式 


Po- m= CTTI+TTY TV dP. (11-90) 


这 个 公式 是 用 物 视 本 身 的 能 星 - 补 量 张 量 来 表示 物 袖 和 恒定 引力 
场 的 总 能 量 【 芭 在 物体 的 总 锅 量 ) CP. 托 尔 晶 ，1930 年 )。 我 们 如 
得 ， 在 中 心 对 称 场 的 情形 下 ， 我 们 还 有 同一 个 量 的 另外 一 个 表示 
式 ; 妈 公式 C11-65)。 


缀 题 
利用 公式 (4-48), 冰 物 园 和 引力 菇 的 四 度 总 冲 了 朋 的 表 东 式 。 
般 : 在 曲 粮 航标 中 找 锋 54-3B) ,我 全 有 记 一 人 AV QF 因此 ,为 了 得 到 
一 个 守恒 的 量 ， 我 们 必须 在 (4-49) 中 以 AV 一 代 巷 Ai 因此 ， 四 麻 冲 基 有 下 面 的 形 
式 : 


1 9g 0 ory — oA! 
Pi= 氏 二 
1 :人 gt— > dad 1 as 


DB 
在 应 用 这 个 公式 到 物质 时 对 于 这 个 物质 ,4&0 与 gi 不同 ), 珠 全 可 以 将 一 9 队伍 
分 符号 下 提出 ,积分 号 内 的 式 子 守 也 Y 一 了 2， 此 处 的 2 是 物质 的 能 监 - 冲 星 强 量 。 
当 我 位 应 用 同一 公式 到 引力 场 时， 我 们 必须 使 3 二 £0 ,而 是 度 规 张 生 ok 的 分 


TBnk * 
量 。 提 利 物 算 的 阿 度 总 冲 基 从 此 个 于 
_1 Ue PE 7 一 一 Epi a ov — yy 
Pol $f TV vasr + f | ER | 
看- 一 一 
翌 克 

刊 用 8 的 下 示 式 (11-203, 可 点 将 上 式 变 油 

Pj; 二 1 
£ 


了 jm 一 9 二 [ev B+ oem 0). 


一 工 5 二 人) 1 dr. 
Fd 


在 花 括 续 内 的 第 二 项 是 引力 报信 衣 有 和 袍 实时 的 四 麻 叶 星 。 履 积分 陶 数 对 于 上 指 光 沁 下 
是 不 车 称 的 :因此 我 项 不 能 得 到 冲 苹 第 字 业 定律 。 
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1 一 120 引力 波 
惠 在 我 们 来 研 究 贯 空中 的 弱 引 力 场 。 在 弱 引 力 场 中 ,空间 -时 
间 度 规 是 "和 近 欧 基 里 德 的 ”， 就 是 必 ， 我 们 能 够 选择 一 个 参考 系统 ， 
在 这 个 系 入 中 ， 度 规 张 量 ga 差不多 等 于 它 俏 的 元 利 略 慎 ，9a 的 
佑 利 略 盘 可 以 用 下 商 各 式 表 示 : 


了 旭 一 一 Sa，9 风 一 0，9 各 = 一 1 {11-91) 
因此 ,我 们 可 以 将 giz 写成 下 面 的 形式 : 


9 二 十 sx， C11-92) 
式 中 ，&az 是 由 引力 场所 决定 的 小 的 修正 。 
用 ya 的 导数 表示 的 Pj， 的 分 最 在 hax 很 小 时 ,也 赴 很 小 的 ; 
赂 去 8z 的 比 一 次 高 的 怖 ， 我 侦 可 以 内 保留 张 单 Rrwt 114-9) 中 第 
一 个 括号 内 的 项 : 
1 Oh im D2hrr D2hEm Dh 
2( Dvrox! Ovidrm Amigw! Sn) . 
对 于 给 开张 嗓 Rs 淮 梢 到 同等 的 程度 ,我 们 有 


Rin= gm hreng 0 mR emy, 


Piprm = - C11-93) 


或 者 
让 4) 
其 中 ， hi goo, hht. 

我 们 这 样 来 选择 参考 条 和 统 ， 合 giz 与 49 强 相差 项 徽 。 但 是 这 
个 条 件 对 于 和 任何 无 限 小 的 举 标 变换 也 吓 满 是 的 ， 因此 我 们 还 能 对 
于 ws 加 上 轩 个 (与 坐标 数 相 鱼 的) 条件 ,而 间 时 并 款 放 背 i 是 很 
小 的 这 个 条 件 。 

我 们 选 定 方程 


十 


[9 
op __ 一 一 二 3 锋 ， - C11-95) 
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作为 这 些 辅 助 条 件 G。 
这 时 Rw 内 的 后 三 项 彼此 消去 ,我 们 得 到 
在 这 一 -部 Gm. 


因此 , 轿 空 中 的 引力 场 方程 C11~- 和 7) 具 腑 下 的 形式 : 
Dh =0, (11-96) 
其 中 ， 口 是 达 朗 具 尔 算 符 : 
人 92 1 六 
DT" yd dog cr Os 
这 就 是 普通 的 波动 方程 ， 因 此 ,引力 场 也 癌 电磁 场 一 翌 , 以 光速 在 
， 具 空中 俏 播 。 
我 们 来 研 宽 一 个 平面 引力 波 。 在 这 样 的 狼 肉 ， 虎 芍 沿 着 空间 
的 一 个 方向 变化 ; 我 们 选择 损 w=z 在 这 个 方向 。 方 程 (11-96) 这 
时 变 为 mn. 本 
( 球 - 直 基 j 央 = 《97) 
它 的 解 是 十 ot 的 任意 泵 数 (网 和 6-2)、 
我 们 来 研究 向 怀 二 正方 应 传 播 的 波 . 在 波 内 , 所 有 的 站 都 是 
2 一 的 画 数 。 畏 助 条 件 C11-95) 在 这 种 情形 下 葵 出 和 4 一 册 一 0， 
此 处 符号 上 的 一 点 发 示 对 上 的 微分 ， 这 个 等 式 只 须 去 掉 微分 符号 
就 积分 好 了 ， 积 分 常数 可 以 该 为 老 ,因为 我 们 所 感 兴趣 的 只 是 塌 的 
可 萎 部 分 4 正如 帅 磁 波 的 情形 一 样 )， 因 此 ,下 的 各 分 用 之 问 有 关 


系 式 | 
风 E 二 由， 下 C11-98) 


号 假如 我 们 针 求 其 形式 如 x 二 wi 十 #8 是 与 5 同 数量 枚 的 小 县) 的 导出 消 
足 这 此 条 人 忻 的 媳 的 变 人 区 ,那么 ,不 难 证 明 ,这 个 变换 的 画 数 世 应 妆 清 中 方程 
加 | 如 人 一 到 夏 } 
其 中 ,三 g 绝 > 械 。 由 此 可 上 见 ， 便 如 .一 个 满 中 条 件 C11-95) 的 光碟 邓 太 林 息 澡 强 到 全 
何 元 洪 小 的 变换 2 一 3 十 你 此 处 方程 口上 4 二 0 对 于 天 有 效 。 此 处 , 举 标 对 芳 显 然 可 
入 受 到 什 意 的 浅 租 素 变 障 。 
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在 第 359 页 的 脚注 中 已 经 指出 ,条 件 (I1-952 也 还 不 能 唯一 地 
决定 参考 系统 。 就 是 说 ， 我 们 还 可 以 答 坐 标 以 形式 如 2%"'!= wi 二 
十 Etz 一 只 的 变换 ; 这 洋 的 变换 厦 不 违背 条 件 (41-95)， 因为 咎 满足 
方程 口 居 一 以 网 同一 车 注 )。 这 些 变 换 可 以 用 米 便 四 个 量 几 8， 昌 和 ， 
小 ,中 十 业 化 为 零 ; 从 等 式 C11-98) 可 以 推断 ， 这 时 分 量 小 1, 由 ， 
让 ,由 也 化 为 需 。 至 于 余下 的 量 时 , 由 一 晤 ,无 葵 怎 样 选择 参考 
系 入 也 不 能 化 为 雳 ,因为 ,不 难 证 明 ， 这 些 分 量 在 ‘二 w' 十 E(w 一 
一 光 ) 的 变换 下 一 般 不 改变 。 我 们 注意 ， 单 = 中 这 时 思 为 老 , 所 以 
在 二 及。 

因此 ， 平 面 引 力 波 为 hzs, 有 as 一 hss 两 个 量 所 决定 。 换 各 话说 ， 
引力 波 是 横流 , 波 的 极 化 为 了 Z 平面 内 的 二 阶 对 称 张 重 所 决定 , 这 
个 虫 量 的 对 角 炉 的 分 量 之 和 hs 十 hs 为 需 。 

引力 波 有 具有 一 定 的 能 量 能量“ 密度” 是 (一 gtm。 象 每 种 能 量 
一 样 , 它 友 过 来 双 产 4 一 定 的 引力 场 。 因 此 ,日 | 力 狼 入 着 它 本 身 产 
生 一 定 的 附加 引力 场 。 这 个 场 同 小 本 身 的 增 比 较 起 来 是 一 个 二 释 
小 县, 因为 产生 它 的 能 量 是 二 极 小 量 ( 导 数 39it/3w! 是 关于 his 的 
一 租 小 量 ,因此 按照 (11-82),t* 是 二 般 小 量 )。 

我 们 求 君 算 平 面 引力 波 内 的 能 量 遂 量 。 在 上 一 节 中 ， 我 们 已 
经 知道 ,引力 声 的 能 量 通 量 为 量 ct*( 一 9 所 决定 。 在 一 个 沿 着 =: 
轴 俱 播 的 恋 内 ,显然 只 有 分 量 如 不 为 零 。 

我 们 已 经 证 明 , 寿 张 量 三 是 二 般 小 僵 ; 我 们 米 计 算 有 这 样 的 
准确 度 的 纪 。 利 用 普 源 公式 (1I-82)， 再 利用 下 面 的 事实 , 即 在 一 
个 平面 波 内 张 量 hit 的 分 量 之 中 昱 于 需 者 是 hos, as= 一 as， 计算 
的 车 果 是 

201 _ 人 foss Oly , Bhan Dhar , ,, far 小 


Tao ds 2 TT HB Qt 2 3x 3 


假如 所 有 的 量 公 仅 是 x 一 吴 的 区 数 ,上 塘 么 ,出 此 我 们 最 后 得 到 


§ 11-11 能 训 力 访 301 


3 » = » . 
tm | C11-99) 


#11-11, 及 引力 场 
其 次 , 末 我 从 来 研究 一 个 驳 的 引力 虚 ， 运动 永 度 比 光束 小 很 多 
的 任 喜 的 物体 所 产生 的 。 
由 于 物 袖 的 存在 ， 引 力 骨 方程 将 不 同 于 简单 的 波动 方程 
口 凡 一 0011-96)。， 其 差异 在于 等 式 之 右边 存在 有 从 物 质 的 能 晤 - 
冲 量 张 量 而 来 的 项 。 我 们 将 这 些 方 程 写成 
语 口 = 一 7 | C11-100) 


式 中 ,我 个 引用 了 对 于 这 种 情形 更 使 利 的 量 一 各 一 吉 656 来 代 
血 站， 而 7 则 代表 精 助 车 ， 这 些 师 助 量 是 当 在 准确 力 得 有 一 
一 小 64 及 一 39 TD 中 过 庶 到 所 考虑 的 近似 中 的 弱 场 的 司 形 时 得 
来 的 。 不 难 证 明 ， 从 3 之 中 分 出 我 们 战 兴趣 的 数量 胡 的 量 , 分 最 
7 和 ?3 就 可 以 直 赤 从 相应 的 分 量 ?4 得 米 ; 至 于 分 量 7%, 它们 除 
了 包含 从 2 得 来 的 项 外 ,还 包含 从 一 去 84 得 来 的 一 般 小 量 
的 项 ， 

好 满足 条 件 (11-959%4/as* 一 09。 从 (31-1007 可 以 推断 ， 回 
样 的 方程 对 于 74 也 成 立 : 


去 -一 人。 {11-101) 


这 个 方程 在 这 里 就 代 奉 了 莹 逼 关系 式 TE.t 一 0。 

首先 我 们 来 决定 在 一 个 弱 引 力 场 中 在 与 产生 场 的 物体 系统 让 
距 不 太 远 之 处 的 空间 -时 间 度 规 ( 这 个 是 网 比 物 依 系 耕 的 各 度 “为 
大 ， 但 比 物体 所 焉 射 的 引力 波 的 波长 %~a 忆 为 小 )， 在 一 般 近 侯 


中 ,我 全 可 以 略 去 C11-100) 中 合 有 对 时 间 的 导数 { 十 2 经) 和 1/e 
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的 稍 些 大 ， 而 在 车 的 所 有 分 量 之 中 ,我 们 可 以 认为 具有 一 个 分 量 
7 二 一 402 不 为 需 [ 风 (11-39)1, 这 一 :个 分 量 合 有 性 其 余 的 含有 物 
体 隶 度 的 一 次 或 二 次 方 》) 于 是 我 们 得 到 

人 出 一 0， 和 是 一 0， 多 一 oy, (11-102) 
我 倩 应 涯 寻求 这 些 方 程 的 在 无 穷 生 处 变 为 堆 ( 人 伽利略 度 规 ) 的 解 。 
因此 ,从 前 两 个 方程 可 以 断定 ; 此 二 0 贡 8 二 D0， 将 第 三 个 方程 与 站 
顿 引 力 势 9 的 方程 (11~40) 相 比 较 , 我 们 求 得 水 8 二 49/e， 从 此 ， 
我 们 得 到 忠 量 = 一 Ea 的 分 全 的 信和 如 下 : 


一 和 p68， hg 一 0, 8 一 9 (11-103) 
对 于 间隔 ,我 们 得 到 
dr-(1+ 总 jeae 一 (1 总 9 jazz 上 ap 十 sz 
.11-104) 
式 中 的 第 二 项 决定 弱 引 力 场 ( 牛 瑟 引 力 声 ) 内 的 袜 间 度 息 . 
我 们 看 出 , 关于 多 的 一 般 量 的 修正 项 不 仪 包含 在 go 之 肉 ,也 
包 合 在 9oe 之 内 ;在 8 10-8 中 ,已 经 证 明了 ,在 粒子 (运动 速度 w< 
乓 6) 的 运动 方程 中 ，9a4 内 的 修正 项 比 起 从 go 发生 的 修正 项 来 是 
更 高 级 的 小 量 ; 正 是 因为 这 个 纤 故 ,所 以 在 $10-8 中 , 我们 只 能 决 
定 hooo 
至 于 度 规 张 量 的 混合 分 量 95, 在 现在 的 近似 情形 中 ， 它 们 都 
是 堆 。 在 说 一 般 的 近 侯 情形 中 ，, 为 确定 9 一 好 = 由 各 量 , 我 们 有 有 
方程 


167E 


TT 
全 guo 一 一 一 Ta0。 


在 此 式 中 代入 rao= Heauotas 一 pcsm 其 中 了 是 普通 的 三 度 述 度 ， 
持 且 引用 三 度 向 量 g， 其 分 量 为 ga= — Se gue 那么 ,我们 使 得 
到 
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A= 2 MY. 


在 距 岗 蕉 证 ( 同 物 体 的 炎 度 比较 ) 之 处 ， 与 方程 (5-53) 的 解 (5-59) 
相 类 伺 , 我 全 可 以 直接 写 出 
2 


二 一 -二 . R -108 
8 ct a Xo, C11 2 


式 中 ， 卫 一 《rx &Var 是 物体 的 神 量 筑 中 。 

在 $10-10 的 狸 题 1 中 已 驾 证明， 在 go 辟 于 零 的 引力 场 中 ， 
有 “ 科 昌 奥 利 力 ? 作 用 于 粒子 上 ,这 个 力 同 作用 十 在 以 角速度 如 = 
= 3 rot gg 旋转 的 物体 上 的 粒子 上 的 ~- 样 。 因 此 ， 我 们 可 以 
说, 在 由 旋 韩 物体 C 训 量 生 为 也) 所 产 汪 的 B| 力 声 中 ,有 一 -个 力作 用 
在 粒子 上 , 这 个 为 辐 下 曾 的 角速度 只 旋 屿 肘 出 现 的 科 里 奥 利 力 相 
秽 , 而 


C11-1058) 


Qe rot 区 一 — [RM— 38oCM.R 0)], 


[AT 多 取 自 C11-1067]。 


了 


群 题 
在 牛顿 近代 情况 下 计策 引力 卉 的 作 于 县。 
和 解 ” 用 (1i-104) 中 的 gix, 按 兽 洲 公 式 民 1-30) 闵 计 莫 如 = 一 (wp)a， 妇 此 器 
的 作用 量 基 “ 
一 -起 f Cyr)aavdt. 
右 加 寺 以 容 度 4 在 失 间 分 布 的 质量 的 总 作用 震 是 
二 卫 公 时 工 - 和 
s=fJ| 2 Go a dz. 


不 叭 证 明 , 总 尘 于 7 的 灾 分 导出 党 松 方 稳 六 1-40)。 


加 假如 我 们 由 敬 庆 公 式 (I1…86) 利 公式 (1-108) 中 的 goa 素 计 第 引力 洽 和 物 导 
的 总 冲 量 簿 ,那么 ,我 们 以 好 得 到 星 焉 。 这 表明 ,方程 (I1-106) 正 确 屯 次 定 与 物 转 相距 
其 辽 之 处 的 gx， 其 至 占 移 沉 基 过 从 而 藏 处 的 鞠 概 本 不 能 当 作 是 弱 硕 的 情形 也 可 以 ， 
然而 尖 时 现 不 是 单独 物体 的 冲 挤 让, 而 是 物体 加 上 引 坟 所 的 种 量 嫩 (假如 盎 在 处 处 都 
是 咽 的 ,那么 , 宕 的 吝 时 就 本 以 噶 涂 )】 
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S 11-12. 引力 波 的 二 谢 
运 部 的 牺 体 以 引力 让 的 形式 所 幅 射出 的 能 量 的 首 算 ， 要 决定 
在 " 波 区 ”的 引力 场 ， 就 是 在 焉 离 比 畅 射流 波长 大 很 多 的 地 方 汐 本 
力 场 。 
在 原理 上 ， 所 有 的 计算 完全 与 对 电磁 波 所 作 的 计算 相 亿 ， 纶 
引 | 方 场 的 方程 人 11-100) 在 形式 工 与 挫 胃 势 的 方程 { 人 3 8-1) 完全 一 
样 。 因 此 ,我 全 立刻 能 够 与 出 它 的 通 狠 如下: 
= 人 CrDe-B 和 -i C11-107) 


证 然 体系 内 的 所 有 物 伍 的 速度 很 小 ,那么 ,我 后 就 能 够 写 出 与 
体 双 机 路 下 之 处 的 坊 (是 : 9-1 A 2) 


pi 二 和 re Ra AV, (11-108)7 
式 中 ， 邵 是 到 原点 的 踪 离 ;原点 丰 选 择 在 体系 内 的 任 音 一 点 ， 为 


简单 起 网 ,从 下 以 后 我 们 将 略 去 在 乞 积 分 力 数 内 的 指标 1 一 Rofe。 
为 了 计算 这 此 积分 ,我 倍 利 用 C11 一 101)。 赂 去 74 的 指标 ,分 
空间 和 上 时 划分 天 ;我们 将 (11017 瑟 成 


arey Ora QToy droo 


Br D2 Rr’ Dan 
用 2 梁 第 -一 式 , 然 后 对 整个 空间 税 分 , 吊 得 
|) Teag 二 § Tarr gp = § Te av—§ TueEF。 
既然 在 无 穷 捞 处 Ta= 0 右 边 的 第 一 个 箭 耸 ,在 纸 过 商 斯 定理 的 莹 
换 厂 即 销 失 。 职 余下 来 的 方程 和 炉 过 指标 互 摸 的 这 个 方程 之 和 和 ， 
乘 以 172 我 们 使 求 得 


$y TasdF = -二 -a Craoz? 十 raoze)F， 


其 次 ,用 ze 梁 C11-109) 中 的 第 二 个 太 程 ， 然后 再 对 整个 空 闫 积 


一 个 . 《11-109) 


一 0， 
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分 。 丰 仆 的 变换 守 出 
过 $ T00382 HF = 一 人 {Tow ?Too BF。 
将 所 得 的 两 个 精采 加 以 比 尽 ,我 们 求 得 


人 dar = 二 六 3 2 人 Tuop ts OF, C11~110) 


因此 ,所 有 Ta 的 积分 可 以 胡 为 仪 包含 分 量 706 的 积分 。 但 是 
在 站 31-31 中 已 经 证 明 , 在 现在 的 近似 情形 下 ， 这 个 分 量 简单 地 等 
于 线 量 Za 的 相应 的 分 居 Too: 
To 一 一 T0 一 ce. 
将 它 代 大 ClE-110); 庆 [5H 有 时 二 t= 驹 je, 对 十 C11-108D; 我 们 炒 
得 
ye 2 人 pe C11-111) 
在 与 物体 体 邓 相距 巷 远 之 处 ,我们 可 以 认为 波 ( 在 不 大 的 空间 
区 域内 ?是 平面 波 。 内 此 ， 我 们 齐 几 C7990 式 可 以 群生 出 体系 加 
射 的 能 量 的 通 量 , 例如 沿 着 2# 轴 访 漠 的 能 重 通 
住人 公式 C11-9) 内 有 分 量 hes 三 中 cs 和 Rss po 吕 一 小:3。 从 
{11~111), 我 们 求 胆 它 四 的 表示 式 
hag Beth Eos, han 一 jos 一 -Cbs bss) 
(符号 上 的 一 点 表示 对 时 简 的 微分 ), 下 处 我 们 id 人 了 张 其 
Daa= 人 Casene 一 Sosn9)4P， C11-112) 


这 是 视 量 的 “四 标定 ” 比 量 { 见 $ 11-6)， 车 旨 我 们 求 得 沿 着 *# 畏 
的 能 量 通 量 如 于: 


开 Daa— Daad? 
“一 5 人 =) + |. (11-118) 
0 = 


知道 了 在 za 四方 向 的 辐射 以 后 ， 就 相 难 类 定 在 任意 方向 的 
辐射 ,这 个 任意 方向 的 寓 位 和 量 用 nn 来 代表 ， 为 此 ,我 们 应 当 由 号 
量 Dss 和 矢量 m 的 秃 景 造 出 一 个 标量 ,这 个 标量 是 Dg 的 二 次 式 ， 
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当 站 二 二 知客 二 在 肝 这 个 ee 的 二 次 式 化 为 
万 2 十 De Dy , 

时 ,新 时 到 六 体 骨 do 内 的 能 量 强度 等 于 
01 = ss | Donn 3 二 2 Bes B,D, ao 所 (11-114) 

沿 所 有 方向 的 总 幅 射 ， 邹 体系 在 单位 时 间 内 的 能 量 损失 
(一 过 ), 可 以 将 能 量 通 量 对 所 有 方向 求 平均 什 ， 然后 将 所 得 的 灶 
果 乘 以 4r 得 之 。 利 用 第 280 页 的 脚注 中 的 公式 ,就 很 容易 进行 求 
平均 值 的 计算。 求 平均 适 的 竺 果 ,得 到 能 量 扣 失 的 公式 如 下 : 

-= (11-115) 

必须 指出 ， 这 个 能 量 损失 的 数值 ， 甚 至 对 天 文学 的 客体 也 足 这 笠 
的 小 ,以致 对 运动 的 影响 ,他 使 驾 过 了 字 宙 的 时 间 间 陋 ， 也 是 可 以 
- 略 去 不 让 《 例 如 :双星 在 一 年 内 的 能 量 损失 的 数量 和 为 其 总 能 量 
的 10-2)。 

4@/ 呈 的 表示 式 包 含 1/0s。 这 就 是 说 ,一 个 孤立 系 的 能 量 损失 
仅 在 关于 1/e 的 五 级 近似 中 出 现 。 在 前 四 个 近似 中 ， 体 系 的 能 量 
保持 不 安 。 从 此 可 以 推断 ， 一 个 在 引力 葛 内 的 物体 体系 可 以 用 拉 
格 朗 日 两 数 来 描述 ,其 准确 度 是 到 数量 级 为 ve/ 的 项 ; 这 与 电厂 遍 
的 情形 不 同 ,在 电磁 场 的 情形 中 , 拉 格 朗 日 西数 仅仅 准确 到 二 釉 项 
《后 者 与 这 个 事实 有 关 , 电 磁 帆 射 能 量 报 失 合 有 1/ea)。 然而, 拉 格 
期 香 丁 数 中 的 这 些 多 余 的 项 所 产生 的 影响 是 完全 可 以 赂 去 的 @。 


挝 ”我 辐 帮 推导， 而 直接 写 出 在 二 级 牛人 似 趾 相 互 吸引 的 粒子 的 体系 的 拉 格 职 日 
酷 数 


Ei 


be 


~ ars(s RnB }+ 5 a kma my 
L= 入 PAPA 8 十 多 十 十 
之 2 A Ran 之 ， 2Ran 


Ema mp 十 Ena Tn 
+ 2 aa 5 pe an {Va Vt iYarlan Vo Dan2}, 


A¥6 
式 中 ，n4B 是 在 粒子 各 4 各 8 之 问 的 舌 笃 也 4 记 向 二 的 哩 位 矢量 。 


§ 11-13 答 疝 局 性 的 诗 问 B67 


习 是 


琴 个 物华 按 归咎 巾 定 律 机 吸 , 井 米 善 共 同 的 价 性 中 心 作 图 周 若 动 ， 求 两 个 物体 因 
引力 波 辐 射 而 奸 先 施 量 所 d 起 的 村 下 接近 的 束 谋 。 

解 假如 wz 和 ?hs 是 物 本 的 发 草 ，7 是 它们 之 疼 的 距离 (对 于 加 属 运 动 害 是 常 
县 1 ,利用 Cl-1165) 式 作 计 营 , 旬 竺 


288 BF Mas 
一 | 一 了 
Tat Bor Vr Ps 


其 申 w= 基 ， 了 是 话 铺 的 半期。 类书” 与 了 的 关系 蕊 是 地 让 三 开 m4 十 ma)。 陋 航 


= 一 ， 那么 ,9 一 丰 人 2 ， 于 是 我 全 最 后 得 到 


4K= rp pl mt) 


?二 一 
Beirs 


$11~13. 各 向 同性 的 宝 间 


我 们 来 将 引力 方程 应 用 于 在 整个 领 域内 完全 是 均匀 的 和 各 向 
同性 的 空间 。 这 就 是 静 , 我 们 能 够 这 样 米 选择 “世界 ”有 时间 ,使 得 作 
每 一 瞬间 ， 空 间 的 度 规 在 所 有 的 点 上 和 和 在 所 有 的 方向 上 都 是 一 样 
的 。 换 血 话 说 ,空间 有 完全 的 对 称 性 。 妆 然 ; 这 时 我 们 自然 而 然 地 
假 武 了 物质 的 益 度 (在 "世界 "时间 的 每 一 时 旭 ) 在 整个 空间 都 是 不 
变 的 4 

首先 我 们 为 各 向 同性 的 空间 在 “世界 ?时 间 的 确 十 时 到 造 出 一 
个 空间 度 规 。 换 旬 话 识 ， 我 们 应 当 找 出 用 坐标 微分 米 束 示 的 空间 
下 离 元 不 的 霄 示 式 , 亦 即 决定 在 普通 公式 


对 ”假如 我 从 直 用 下 面 得 得 的 精 果 ， 那 么 ,所 遍及 的 应 讨 是 在 大 范 园 ”内 研究 的 
宪 间 符 性 ,星球 和 昌林 [例如 仍 河 条 或 河 外 星云 ) 中 的 物质 堆积 所 引起 的 局 部 不 均匀 性 
略 而 不 填 。 因 此 ， 扩 请 物质 密度 , 应 当 了 拥 为 缕 度 比 星云 阅 的 臣 离 大 很 多 的 生 间 区 域 
内 的 平均 值 。 
虽然 彼 据 现 有 的 天 文 数据 ， 可 以 暇 定 世 个 密度 是 均匀 的 , 但 是 演 个 假 训 不 秃 只 有 
近 伺 的 性 质 ; 到 诡 这 种 情况 在 条 数据 出 现 后 能 天 巷 汪 首 定性 上 有 变化 ， 共 仍然 县-- 个 
六 脐 , 至 于 引力 方 鹅 的 锋 的 基本 特 化 与 实际 情形 符合 淹 什 么 程 府 , 这 也 是 一 个 锐 题 。 
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ile yaa Oy" ds C11-116) 
中 的 号 虽 Yas 的 分 在， 我 们 月 Ya 袁 示 三 度 空 间 的 度 规 号 旺 ， 以 
与 钻床 度 规 张 晤 8 由 区 别 。 
空间 的 由 棕 完 全 为 空间 的 三 度 曲 雁 张 量 所 决定 ,我 们 用 二 8 
求 代 天 它 , 以 与 四 度 册 率 张 时 iw 相 区 别 ( 张 基 P8#,; 的 特性 当然 
完全 与 张 量 三 1» 相似 2。 在 完全 各 向 同性 的 情况 下 , 张 仿 P83y 显 
然 应 当 只 用 度 规 张 量 Yae 米 表 示 。 因 此 ， 从 了 Bys 的 对 称 性 ( 见 
8 1I-2 很 容易 看 出, 它 应 当 有 上 下面 的 形式 


己 3 一 XLS7T8 一 ES 《zii-1177 
式 中 ， 九 在 其 一 常数 。 相应 地 ， 全 阶 张 量 Paa = Pi,s 等 于 
Pa 一 8 和 ya C11-118) 
而 标准 遇 率 1 
P=B6A. {11-119) 


内 此 ,我 们 大 出 ;和 兴 应 同性 空间 的 曲率 特性 完全 可 用 一 个 常数 
入 求 决定 。 与 此 相应 ， 对 填空 辣 度 规 共 有 二 个 重要 的 可 能 情形 : 
(1) 所 前 恒定 下 曲率 空间 (与 正 的 % 值 相应 }。(2) 届 定 负 曲率 突 间 
《与 <0 的 情形 相应 ), 《3D 之 曲率 室 表 (与 和 =0 的 情形 相应 )。 最 
后 一 个 当然 是 半 思 宏章 , 即 欧 氏 空 间 。 

为 了 癸 究 度 规 ， 最 使 利 的 是 从 几何 的 相似 出 发 ,将 各 向 同性 的 
三 度 家 间 的 天 利 看 作 古 在 某 个 感 构 的 四 度 空 闻名 内 的 一 个 各 向 同 
手 的 超 曲 而 上 的 几何 ， 赵 球 是 这 样 的 一 个 曲 应 ; 与 它 相 应 的 三 度 
空间 旦 恒 正 曲率 党 间 。 四 度 室 间 ma ze as aa 内 的 超 球 ( 人 第 笃 为 w) 
的 方程 如 下 : 


2 了 十 对 十 0 十 2 一 g2， 
在 其 上 的 楼 苑 守 以 表示 为 
ddv? t+dri tt drs + dm?, 


地 这 个 四 度 空间 当然 与 由 度 的 生 隔 -时 税 毫 元 关系 。 


$1] 一 14 各 向 问 性 的 空间 3E 和 9 


将 2 22 3 帮 作 是 三 个 空间 举 标 ,利用 第 一 个 方 积 ， 代 中 ?中 
消去 矿 构 坐标 2, 我 们 得 到 空间 距 礁 元 和 如下: 
ds du? dv 4+ dvd+ tt md ts) (11-190] 


权 3 -一 名? 一 省 鼻尖 

从 这 个 式 子 不 难 计算 C11-138) 中 的 常数 六， 计 然 我 们 旱 亿 知 

道 Pa 在 整个 空间 都 有 (11-118) 的 形式 ， 和 那么， 只 须知 算 它 在 原 
点 附近 的 一 点 上 的 值 骸 馆 了 ,在 这 一 点 上 yes 等 于 


Oy 
在 2“ 


因为 Yas 的 一 次 导数 ,从 而 1&3, 在 原点 为 索 ， 所 以 根据 普通 公式 
《11-15) 来 计算 是 很 简单 的 , 业 果 得 到 


n= (11-121) 


二. 

我 们 可 以 称 汪 为 空间 的 "曲率 守法 ”。 我 条 引用 相 诬 的 " 球 举 
标 7, 如 9 米 作 坐 标 81, 22, 83， 这 时 , 杂 元 的 表示 式 将 有 如 下 的 形 
式 : 


Yag= Bas 十 


des 


dl2= - 人 +r2(ain? 9 dg? + ad?). . (11-122) 
1 Tas 
坐标 原点 当然 可 以 选择 在 空间 的 任何 一 点 。 在 这 些 坐 标 中 ,图 的 


周 长 是 2rr， 而 未 的 表面 积 是 4rrz。 圆 (或 球 ) 的 “中 径 ” 等于 


-如 大 于 +。 因此 , 在 这 个 空间 中 ， 阅 周 与 小 你 之 比 将 
0 Vl- 
路 于 27, 

在 用 角 “X” 按 照 7=& sin XtxX 是 在 从 0 淹 27 的 范围 内 改变 ) 
代替 了 所 得 到 的 四 度 球 华 标 中 ,民有 另 一 个 便利 的 形式 。 这 时 ， 


中 获 卡 在 各 标 21 2 Ts 二 与 四 度 球 弄 标 2 有 名 基 光 下 面前 关系 : 


T= nd edF, wu HinxXHngdnTy, 


Ea DXCOHe, T= GOS X, 


d=aT dy? 二 后 37f ime 0 fp? dH], {11-123) 
党 标 X 贝 定 到 点 点 的 距离 , 这 个 距 询 XX， 在 这 些 华 标 中 的 球 的 来 
商 积 是 47 sin? YX。 我 问 看 出 , 当 我 们 从 坐标 原点 将 开 时 ， 球 的 出 
中 随 之 而 增加 ， 在 离开 到 74/3 的 距 广 对 ， 球 的 面积 达到 了 变 大 
外 47a?。 从 此 以 后 ,这 个 面积 开始 算 小 ， 在 空间 的 “对 立 椒 点 ”， 与 
愿 点 相 些 为 rt 在 这 样 的 空间 内 它 是 一 般 可 能 存 住 的 最 大 测 离 )， 
球 的 面积 化 为 一 点 [所 有 这 些 , 只 要 我 们 注意 到 坐标 ? 不 能 取 大 于 
2 的 值 ,就 可 以 从 C11-122) 理 出] | 

按照 (I1-123) 式 ,一 个 有 正 曲 率 的 空间 的 体积 


pk 


可 可 


学 机 
下 一 和 ms gin2 w sin Pp dw dp dp, 
0 0 


由 此 可 得 py po C11.190) 


册 此 ,一 个 有 正 曲率 的 空间 是 目 已 封闭 的 “一 一 有 限 的 ， 但 是 , 厅 
音 而 哈 , 它 没有 和 界限。 

值得 指出 ,在 封闭 空 间 中 ,总 电 背 是 零 ， 事 突 上 ， 在 一 个 有 限 
空间 让， 每 个 封 闲 曲 面 在 它 的 本 壬 的 两 边 包 图 着 空间 的 一 个 有 限 
区 域 。 国 此 ,一 方面 ,电场 经 过 这 个 邮 面 的 遂 量 等 于 在 这 个 曲面 内 
的 总 电荷, 而 另 一 方面 ; 则 等 于 在 它 以 外 的 总 电 疝 反 导 。 因 此 ， 这 
个 曲面 两 迪 的 电荷 之 和 为 需 。 

现存 我 们 来 研究 有 鲁 的 恒定 曲率 的 空间 的 几何 ， 从 (11-121) 
我 们 知道 ,假如 吕 是 外 的 , 即 & 是 语 数 ,那么 , 入 就 是 负 的 ， 因 此 ， 
对 于 有 负 曲 率 的 空间 的 所 有 人 公式， 只 须 用 如 代 由 就 迷 序 可 以 从 
前 看 的 公式 得 出 。 换 名 话说 ,有 负 昌 率 的 空间 的 几何 ， 在 数学 二， 
,可 作为 在 一 个 侍 径 为 感 数 的 四 度 息 球 上 的 几何。 
因此 ,常数 现在 等 于 


和 一 一 十 。 (11-125) 


$11--14 在 圭 归 的 各 疝 恒 性 模型 闪 的 空间 -时 间 奢 卉 加 371 
.有 和 负 曲 奉 的 空间 中 的 糖 元 在 ”名 pm, 坐标 中 有 十 商 的 形式 : 
dr 


TI 十 3 
[A 


式 中 ;7 可 以 取 从 0 到 oe 之 问 的 记 有 的 值 。 加 的 周 长 与 个 径 之 比 
现在 大寺 27。 假如 我 们 按照 r=ashx(xX 从 0 到 co) 引用 华 标 %, 我 
们 哎 得 到 与 C11-1232 相 应 的 8 的 表示 式 
di2= ws{dr2 t+ sb? x (Mind dp? + dy? )}. C11-197) 
球 的 而 科 现 在 等 于 4703sh?x, 当 我 们 从 原点 秘 开 对 (xX 因 之 增 
可) 这 个 别 积 将 无 党 制 地 境 加 ， 有 和 负 曲 这 的 空间 的 体积 显然 古 无 
也 的 。 


i? 7 ,+r Sin? 0 dp?+ dl?), C11~126) 


习 ” 题 
将 粒 元 (HI-122] 变 搞 成 芷 祁 的 形式， 在 站 全 彩 式 中， 态 元 与 其 欧 其 和 德 天 示 式 成 
二 例 。 


骨 将 ?一 .1 
71 
1 
代 人 ,得 到 ol 一 (1 hs) (dritr? eg2Tri ainsgdpa)， 


$ 1-14. 在 封 于 的 各 向 同性 模型 内 的 空 闻 - 时 间 度 规 
为 了 进行 研究 空间 -时 间 的 各 向 局 性 的 度 规 中 ,首先 我 何必 须 
选 定 我 们 的 参考 系统 ， 最 便利 的 参考 条 六 是 这 样 的 一 个 参 将 系 
统 , 它 在 空间 的 每 一 点 随 着 在 该 点 的 物质 一 齐 运动 ， 我 们 可 以 就 ， 
这 个 参考 系统 恰恰 就 是 充满 空间 的 物 贤 ; 根 开 定 浆 , 物 时 在 这 个 参 
”者 系 统 中 的 术 度 处 处 都 为 零 ("“ 则 有 ”参考 条 芋 》。 显 而 易 列 ,参考 
系 弥 的 这 种 选择 对 十 各 向 同性 的 模型 是 合理 的 作 任 何 共 他 的 选 


DD 我 们 在 此 所 讨论 的 引 妨 胡 程 的 九 ， 以 此 下 萤 所 时 编 的 引力 方程 的 解 星 由 态 . 
全 里 能 受 在 1923 年 首先 得 出 的 。 
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操 时 ,物体 速度 的 方向 就 造成 空间 的 不 同方 向 在 外 表 上 的 不 等 价 。 
时 间 的 华 标 应 当 篆 上 节 开 始 所 襄 的 那 梯 选 摊 , 朗 使 得 在 每 一 肯 尖 ， 
度 规 对 整个 空 淹 都 是 一 样 的 。 
由 于 所 有 方向 客 全 等 值 ， 度 规 张 量 的 分 量 gox 在 我 们 所 选择 
的 邦 考 系 舟 内 等 于 第 。 事 实 上 ， 三 个 分 量 goo 所 以 当 作 一 个 三 度 
天 量 的 分 量 ， 假 如 它们 不 为 党 ,那么 ,不同 的 方向 就 不 等 价 了 。 因 
此 ds 应 当 有 2 一 一 go ge 一 到 的 形式 。 务 是 goe 在 这 里 仪 仪 
是 ® 的 图 数 。 因此 ， 我 们 总 能 够 这 样 选择 时 间 坐 标 , 使 goo 化 为 
一 5?。 用 了 表示 这 样 进 择 的 时 间 举 标 , 我 们 得 到 

He? = ot dT2— dl?. (C11-128) 
这 个 时 间 ”显然 是 在 空间 的 每 一 点 的 周 有 了 时 。 

我 们 从 研究 正 曲 素 空 间 开 始 ; 从 现在 起 ,为 简章 起见， 我 们 称 
引力 方程 在 这 种 空间 中 的 解 为 “封闭 模型 ”。 对 于 到, 我 们 用 表示 
式 (11-123), 式 中 的 “ 矢 笃 *o 一 般 来 说 是 时 间 的 丽 获 。 因 此 ,我 们 
将 as 写成 

des 03 dr a 7 ) {dx sin? x ad + sin2 0.dg7)}. (11-129) 

图 数 &KT) 为 吉 力 大 的 方程 所 决定 。 为 了 慎 这 些 方 程 ,用 耻 欧 
系 式 


ct 困 一 689 C11-130) 
定义 的 ?来 代 赫 时 间 是 使 利 的 。 这 时 ,Qs? 可 以 写成 
ds = a {dn — dy — in? wt dO t+ sin2 ddp2)}. C11-131) 
要 建立 场 方 程 ,应 从 计算 张 量 Rs 的 分 量 半 始 ( 坐 标 四, zt 2， 
妇 是 ?Xp V7 从 对 称 性 的 考虑 ， 我 们 预先 断定 ,分 量 Ba 怖 车 
于 堆 。 此 外 ,从 工 总 诸 量 的 入, 我们 看 出 形式 如 了 #4。 和 工 $6 的 分 
量 必 定 为 香 ( 这 十 不 难 证 明 的 ;， 因 此 ,在 fioo 的 表示 式 中 ,只 余下 
下 而 的 一 些 项 : 
5 grr ts 


| Ro 一 一 


on 


和 11-14 _ 在 寺 阴 的 务 问 河 | 人 性 模 潮 内 的 空 襄 - 时 阳 度 规 373 


为 了 简化 Bs 的 计算 ,我 们 注意 , 钙 然 gos= 0 那么 ,二 度 张 时 yas 
的 分 量 航 与 分 量 9x4 重合。 因此 ， 将 那些 只 当 和 gus 的 项 从 Rs 
由 分 开 ; 我 从 得 到 二 二 座 肯 量 了 aa 了 汐 分 是 因此 ,我 们 求 得 
In [7 一 
An 
利用 CI1-131) 式 中 的 度 规 张 最 的 分 量 的 值 
0 = — 2, 11= 2, Fa0 A Hn y, ase 2 sin? % sin2 0, 


我 们 从 工科 计算 我 何 所 紧 的 避 ， 
了 8 一 时， 上 = 训 9an， TSe 一 全 
《点 表示 对 于 多 的 微分 }， 按 妥 (11-118) 和 (11-12 四 ) 张 量 了 ss 等 于 
Pag— Sgas. 
最 后 ,利用 所 有 这 些 式 子 , 经 过 前 单 计 算 , 得 到 


1 | 
RR 一 (六 十 02》 


TY Ti "0 Y 
一 工 arl 01 87l zo. 


Ris= Piat? + Ts 


应 当 使 它 千 于 22 78; 证 然 在 我 们 所 选择 的 参考 系 纺 中 ， 物质 是 
肯 止 的 ， 那 么 ， 刀 一 0 w= 1/5, 于 是 从 (11-287 式 得 到 了 -= 一 
(e 是 物 袖 的 能 量 密度 )。 


因此 ,我 们 得 到 下 面 的 方程 也 
名 行囊 


: = C+). {11-132; 


这 里 出 瑞 了 两 个 未 知 画 数 e 和 a; 因此 ,我 们 必须 还 要 找到 另外 一 
个 方程 。 为 此 ,我 们 选择 方程 了 .1=0 是 便 科 的 (用 来 代替 塌 方程 
的 空间 分 量 ), 这 个 方程 是 四 个 方程 C11-77) 之 市 的 一 个 ,如 我 他 所 
知道 的 ， 它 是 包含 在 引力 方程 之 内 的 ， 这 个 方程 也 可 利用 热力 学 
蒋 系 用 下 面 的 方法 相手 导出 。 


全 ”我 辣 次 不 研 实 带 有 所 谢 宇 寥 溃 数 的 六 程 ， 因为 现在 已 翅 最 后 卫 明 了 ， 引 为 广 
程 的 站 种 变形 全 这 有 什 何 物 班 其 础 的 ， 
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在 场 方程 中 应 用 能 量 - 冲 最 张 量 的 表 水 式 C11-28) 时 ， 我 们 就 
省 略 了 所 有 导 救 焙 境 加 的 能 员 获 失 过 程 。 这 个 省 略 在 这 里 党 然 
是 完全 合理 的 ,因为 由 于 能 红 的 散 兴 而 应 蔬 加 到 中 上 的 一 些 补 
助 项 与 包含 物 实 的 物体 的 静止 能 的 能 量 密 庶 8 数 比较 是 微不足道 
的 。 . 

因此 ,在 求 场 方程 时 ,我 们 可 以 将 总 粒 当 作 足 不 变 的 。 现 在 我 
们 求 庶 用 熟知 的 热力 学 中 的 英 系 式 崩 = 了 一 2 此 处 的 史 呈 下 
图 体系 的 能 鳃 ， 精 与 体积 ,而 Bp, 了 划 是 它 的 讨 力 与 温度 ， 在 炳 不 
亦 的 和 情况 下 , 我 们 简单 地 有 48= 一 P27。 引用 雍 量 密度 8= E/T 
我 们 很 容易 求 出 


de=—(e+p) ty-. 
按照 (11-124)， 宏 阅 的 体积 7 是 与 曲率 侍 和 ”的 立方 成 比例 的 
因此 本 /FF= adaja=3d&rln 和 ,于 是 我 们 可以 写 


oe 3d In &), 
号 十 入 


3 ]D x= 一 十 常数 C11-183) 
《积分 的 下 限 是 常数 4 

假如 我 们 知道 与 | 郝 么 ,三 程 C11-138 1 
决定 23 作为 aa 的 男 数 。 这 时 ， 从 (611- 132), 我 们 汀 以 决定 7 如 下: 

da 
4 二 土 i C11-134) 
人 /on gq2 一 了 

坟 程 C11-183) 和 (11-134) 人 以 普 沁 的 形式 艇 类 了 确定 在 封闭 的 午 启 
同性 模型 内 的 度 规 的 册 题 。 

恨 如 物 针 在 空间 是 以 不 志和 炉 的 宏观 物体 的 形式 分 布 的 ,那么 ， 


如: 我 个 广 意 ,方程 (1183? 与 在 SI 的 如 厦 + 中 将 方程 下 让 让 作 “ 而 有 " 乔 
者 又 外 下 积分 ,所 得 钨 上 程 (38) 相合 


取 积 分 出 得 


§ 4 在 封 半 的 各 向 间 性 模型 内 的 空间 -里 隔 及 规 TT 


为 了 神算 它 所 产 引 的 引力 志 ， 我 们 吕 以 桨 这 些 物 体 当 作 有 一定 托 
景 的 宽 点 来 处 理 ， 而 不 注意 它们 的 一 切 内 部 构造 。 如 果 认 为 物体 
的 速度 比 光速 小 很 多 ， 我 们 可 以 简章 地 哉 s 一 上 es， 此 处 的 兵 是 
位 体积 内 的 物体 的 实 量 之 和 ,。 和 根据 同样 的 道理 ， 构 成 这 些 物体 的 
“气体 ”的 压力 比 起 8 米 是 非常 小 的 ， 因而 可 以 略 去 不 姘 《按照 我 
们 太 剖 的 ,在 物体 内 部 的 床 力 与 所 考虑 的 同 题 无 关 )。 对 十 在 空间 
欧 旺 射 ; 其 能 芋 祖 对 地 襄 由 是 很 小 的 ， 因 此 ;辐射 能 和 辐射 压力 也 
可 以 赂 去 不 群 - 
在 (11-133) 中 使 < 一 Ac2 一 小 兰 目 进行 积 务 , 则 得 到 

二 第 数 ， C11-135) 
这 个 方程 也 可 以 下 接 守 出 ;因为 它 不 过 表示 这 个 事实 , 序 在 整个 室 
则 办 的 物体 的 针 量 之 和 保持 不 变 ， 正如 在 所 者 虑 的 情形 下 所 应 访 
的 (显而易见 于 /2n53 一 常数 ,其 中 可 一 47 是 一 个 体积 为 P= 37?43 
的 室 间 内 的 总 实 量 )、 将 C11-135) 代 入 C11-134) 内 ， 进 行 积分 ,我 
们 倒 得 天 


w= go 1— eos 7), C11—136) 
式 中 ， 00 二 2k /3me? 习 一 个 常数 。 最 后 ， 对 于 和 ”的 关系 ， 我 
们 从 (11-130) 求 得 


"= 了 (7 一 Mn ny). C11-137)} 


方程 (11~186), C11-137) 决 定 以 套数 形式 表示 的 两 数 aC7); 这 个 
关系 所 撒 写 的 曲线 是 一 个 摇 线 。 

当 =0, 士 27, 土 47,… 了 时 ,4 消失， 而 占 则 变 为 无 穷 大 。 但 
是 当 pr>oe 时 ， 于 力也 很 大 ， 因此 为 了 研究 在 上 面 所 定 的 ?3 值 的 
附近 的 废 规 , 我 们 必须 稍 虑 相 区 的 焦 限 情形 , 即 尽 可 能 大 的 压力 的 
情形 (对 于 痊 定 的 能 量 密度 来 说 )， 在 $4-10 中 我 个 己 缀 看 由 ， 琢 
大 压力 等 于 2 二 8/3[ 风 (4-66) 式 j。 将 它 代 人 公式 (11-1337, 出 
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得 到 
Eitd-— 常数 ， (11-188) 
在 这 以 后 ;C11-144) 和 (11-130) 导 致 下 面 的 关系 : 
C= HN YW, T= C0( 1 一 eos ope C11~139) 


其 中 ,常数 a5 与 (11-188) 式 的 常数 育 一 定 的 关系 。 既 然 这 个 解 内 
对 于 很 小 的 “ 才 有 意义 ,那么 ,我 们 立 邹 能 够 写 出 与 它 相 应 的 近似 
公式 (在 9<&l 的 情况 下 ,将 它 虹 为 般 数 而 得 到 ): 
4 一 常数 1 T， (11-140) 
假如 7 的 符 守 变 了 ,那么 ,C11-139) 式 中 的 & 变 为 虚数 ， 人 而 它 
的 平方 为 急 ; 这 时, C11-129) 式 中 的 所 有 四 个 分 量 yix 应 该 都 是 全 
的 ,而 行列 式 9 划 是 下 的。 但 是 ， 这 样 的 度 规 没有 物理 意义 ( 见 第 
274 页 )。 这 且 是 识 ， 对 十 上 曾 所 芥 的 分 的 值 ， 座 规 实际 .上 有 亲民 
。 居 此 ,我 们 必须 只 考虑 ”在 0 到 27 这 个 区 间 ( 或 者 , 从 2r 到 
Ew ae 而 超出 这 个 区 园 过 上 民 的 庭 战 .J 解析 于 
气流 有 物理 蕊 儿 。 


$11-15. 罕 开 的 各 向 同性 模型 内 的 您 章 - 时 间 度 规 

用 与 上 市 完 全 相 估 的 方法 就 可 得 到 有 皇 曲 率 的 各 向 同性 的 空 
羡 的 相应 的 解 C* 开 模型 ”》。 代 替 C11-129), 现 在 我 们 有 
d= 62 dr:— 2 rT DTGY2 十 st yay + sin? 0 dp2)}. €11-—141) 
再 次 引用 变数 ? 米 代 替 7, 而 ?了 与 了 的 关系 是 edr=agn; 这 
时 , 我们 得 到 

ds a nn HEN — dx — sh dade + sin? 0.092)}. C11~142) 
在 (1817 式 中 ,用 条 ,说 ,和 分别 代 再 7,%, 4, 就 能 形式 地 得 到 
土 忒 。 因 此 ， 用 上 面 的 共 澳 在 CLL-1337 和 《1I-1837 夯 个 万 程 内 ， 
我 们 馆 能 直接 得 到 雯 方 径 ， 这 上 时， 方程 K11-1337 保 留 它 的 原 米 形 


§ 1L1-15 在 和 天 的 各 身 同 性 模型 内 的 空间 -时 加 度 规 B77 


而 代替 C11-132), 我 们 有 
2 (6702), C11-144) 
与 此 相应 ,代替 [11-134) 我们 求 得 
da 
区 二 十 (C11~145) 
中 机 Bk 1 二 1 


我 们 先 考虑 压力 小 的 情形 ， 使 2 = 中 3 一 Ac ， 我 情 得 到 下 面 
药 最 后 公式 : 
m= coth no 1), T= (sh 7—7), 
ge C11-146) 
Park 
前 而 个 方程 以 参数 形式 决定 了 画 获 CTJo 
当 3=0 寻 ,曲率 半径 只 3) 为 雳 ,而 卢 划 变 为 无 穷 天 [CTI-14573 
式 中 的 积分 常数 二 这 样 选 撑 徇 ; 使 ?一 04 辐 这 个 值 对 应 1 与 
(11 一 185) 一 L117137) 各 解 不 疝 ， 此 处 的 了 只 有 一 个 值 . 在 3=0 
的 附近 , 我 们 的 月 不 能 应 内， 而 我 们 及 必 有 化 为 ?= 2/13 的 情形 。 
从 C41-143) 式 ,我 们 依然 得 到 
894 二 常数 ， C11-—147}) 
而 对 于 as 与 了 的 关系 ,我 们 求 得 


E 一 和 Bh, 7 一 人 Keoth 7—1). 


只 有 对 于 小 的 ,这 个 解 才 有 意义 ,在 这 种 情形 下 ,我 个 六 有 
4 一 常数 1 了 . {11-148) 
因此 ,在 所 者 虚 的 情形 下 , 度 规 在 Y=0 时 有 一 个 大 异 点; 办 上 比 我 
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们 必须 或 者 人 在 ”>0 时 ;或 性 仪 在 ?< 时 ， 者 虑 所 有 的 南 数 。 

对 于 9%>0， 曲率 牛 径 随 普 了 的 增加 而 时 麻 地 增加 。 我 伍 着 
重 指 出 , 曲 索 中 答 的 增加 导致 空间 内 所 有 的 些 离 的 境 加 ,从 空间 距 
离 元 C11-127) 与 & 成 比例 这 一 事实 嗓 可 以 立即 看 出 这 一 点 了 。 它 
导 册 这样 一 个 在 果 , 朗 在 这 样 的 室 闻 中 ,各 物体 彼此 “ 跑 开 *。 假 如 
有 一 个 更 察 者 , 坐 在 这 些 物 体 中 的 一 个 物体 上 疝 , 在 他 看 来 就 好 
象 所 有 上 其 余 物 体 都 沿 着 什 径 上 方向 离开 他 而 去 之 。 

弛 后 ， 所 研究 的 解 相应 于 空间 前 曲率 企 径 无 限 天 的 极限 倩 形 
是 平王 空 间 寞 型 , 郎 欧 革 里 德 空 戎 槛 型 。 在 这 样 的 空间 -时 间 中 的 
阅 陋 28? 可 以 时 为 

Be 一 oz dT2— bu TY dr FE dy? + de?) 11-149) 

《我 们 选择 了 第 卡 多? 坐标 wy = 作为 空间 坐标 )。 空 间 昌 网 元 中 
的 时 间 因 子 显然 不 改变 宰 间 庶 规 的 欧 基 里 德 性 ， 央 为 对 于 一 个 输 
定 的 7 这 个 因子 是 一 个 常数 ; 用 简章 的 坐标 变换 就 可 以 使 之 为 1。 
用 与 上 一 节 相 似 的 起 算 , 我 们 导出 下 面 的 糊 果 : 
他 


BE 3 GD i 
一 人 = (EF) 了 $lnb= 一 PD 二 +E + 常数 . 
尘 于 小 压力 的 情形 ,我 们 求 得 
Ba 二 常数， 6 一 党 数 T7275 C11-150) 


对 二 小 的 了 , 我 们 又 必须 考虑 允 = 878 的 情形 ,对 于 这 种 情形 , 我 们 
求 得 
8 一 常数 ， 2 一 常数 了 (11-151) 
因此 ,在 这 种 情形 下 , 度 规 也 有 ”个 奇异 点 (7==0)。 
所 地 我 们 考虑 的 各 向 同性 的 空间 杭 型 去 现 出 有 一 个 共同 的 特 
全 ”为 了 得 到 物体 个 此 相互 < 路 开 ?的 辣 褒 ， 泡 体 直接 的 作用 必须 是 足 艳 吴 的 ;页 
准确 - - 些 设 ,机 所 作用 的 势能 ,必须 比 它们 分 离 反 动 的 动能 赴 很 多 (对 分 六 得 足够 远 的 


物体 ,这 个 条件 总 是 满足 的 )。 在 相反 的 情形 下 , 物体 州 十 的 距离 基本 工 由 官 侈 的 相互 
作用 出 定 ; 因此 ,例如 ,分 站 的 宕 剖 物 体 的 粒度 应 当 保持 直到 。 
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性 -- 一 它 全 的 永 规 有 奇 四 点 。 然 而 必须 注意 ， 只 有 在 更 璋 尺 地 研 
完了 各 向 异性 指 普通 请 形 的 场 方程 以 后 ,才能 回答 这 个 向 题 , 即 到 
底 这 些 解 的 这 个 特性 是 不 是 各 向 同 注 模型 的 特 丈 性质， 这 个 特性 
对 于 实在 的 情形 着 下 成立, 因为 实际 上 , 室 关 的 各 向 同性 仪 仪 是 近 
似 的 。 

在 此 ， 我 们 关 寺 热力 学 在 广义 相对 论 中 应 用 的 精 果 向 一 香 
话 。 

在 $11-9 中 , 我 们 看 出 在 广 尺 相对 葵 中 的 四 度 总 冲 量 守恒 定 
律 县 有 一 个 恒等式 的 性 里 ， 半 小 可 注意 的 有 是， 整个 空间 中 的 四 度 
总 神 基 了 ' 为 党 。 这 由 以 直 找 从 四 度 冲 量 的 积分 表示 式 


Pi § ho dfe C11-88) 


推出。 事实 上 ,在 一 个 有 下 的 模型 中 ,每 一 个 封 明 出面 的 两 过 都 包 
团 窜 间 的 一 个 有 限 区 战 ， 因此， 我 们 所 生 的 积分 等 于 包含 在 曲面 
一 了 边 的 空间 内 的 四 度 总 部 量 ， 而 问 时 也 等 于 包 合 企 曲 画 另 一 过 的 
空间 内 的 辕 度 总 神 量 有 反 叭 。 因 此 ,从 公式 C11-85) 计 算出 米 的 整个 
宝 间 商 的 四 麻 总 证 时 等 本 罕 。 

因此 ;从 《11-85) 沁 定 的 整个 空间 的 四 度 总 种 量 在 实质 上 是 
油 有 意义 的 ， 因 汶 与 之 相应 的 守 性 定律 退化 为 迹 无 内 容 的 恒等式 
0=0, . 
在 非 神 对 询 的 热力 学 中 ;每 一 个 峙 合 邓 的 粮 单 调 地 增加 , 科 过 
一 个 是 够 长 的 时 间 癌 隔 以 后 ， 它 达到 与 热力 学 的 平衡 状态 由 对 应 
的 最 大 值 。 这 个 值 就 是 炳 在 系 芒 的 冲 基 和 能 芋 为 输 定 的 情况 下 可 
能 有 的 最 大 值 。 

在 相对 论 的 热力 学 由， 一 个 于 全 对 的 精 的 单 凋 培 加 定律 , 象 上 
面 一 样 ， 仿 然 有 效 。 然 而 ， 由 于 前 而 所 纶 过 的 守恒 定律 的 奇特 性 
侨 ， 盘 在 增加 欧 过 程 中 对 于 一 定 的 神 量 和 能 最 将 最 后 取得 它 的 最 
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大全 这 名 话 ， 沁 记 用 到 和 素 个 字 因 时 就 失去 了 意义 。 因 此 ,宇宙 的 
精 总 在 卉 着 ,然而 字 宵 不 会 达到 任何 上 共有 最 大 的 精 的 平衡 状态 。 


习习 题 


将 着 开机 型 闪 的 阅 隐 dx 在 天 的 情形 下 变 麻 为 中 心 莉 称 形式 C11-497。 
解 : 当 5 时 ,从 C21-146) 可 得 二 or， 轩 此, 周 隔 (I1-141) 殉 下 面 的 形式 
Heo drt or2{tdA2 ah? ACA Hint p dp yy 。 
我 十 找 照 下 郧 测 甘 系 引用 条 下 标 于 
了 一 Cr Eh Xx, 
于 是 ，Q92 二 六 3 8 QF 的 采 数 化 注 关 。 此 镍 ,党 出 
ezKGT3 1 dx) Tt dr 
2 了 3 上 7 1 
我 们 伍 得 到 tr oa 
Vols 时 上 ’ 


由 此 霜 得 
t= + rohx, 
因此 , 尘 变 数 汶 .FE 时 , 合 隔 到 下 面 的 形 蕊 : 
dae dt rr Fain? Hr3Y, 

污 个 藉 果 吉 天 ， 革 于 大 的 7 天 和 型 的 度 规 充 一 稻 近 入 吊 ,仍旧 基 爷 利 次 座 规 ， 热 
而 在 参考 杀生 Tt 中, 物质 不 是 静止 的 , 宇 竟 分布 也 不 是 均匀 移 ; 车 时 ,物质 的 分 
布 和 运动 对 于 鹤 和 进 反 为 宝 辐 尝 标 原 式 的 宝 拉 一 任意 点 是 中 心 对 了 宗 的 。 在 季 粮 X,8 + 
中 ,个 个 答 定 质点 对 应 和子 半 ,P 的 一 定 的 诅 定 往 。 因 站 ， 园 点 闻 狠 谴 诺 刀 奉 素 流 名 
7,# 中 党 于 

"(27) =eh Ky 


或 者 "一 二。 它 随 沽 离 而 增加 , 井 与 7 成 比例 。 为 了 决定 移 改 的 分 布 密度 ， 我 们 注意 
在 孙 挑 入 后 申 ,在 一 个 “厚度 ”为 4X 前 球 党 内 所 包括 的 物质 的 县 为 涡 数 8h?XdX， 
但 是 s 员 ?x dx=p Nak 3 除 愉 球 党 的 体积 4rr2 dr 《在 流标 + 如 9 中), 我 们 措 
轴 物 里 的 分 布 为 

常数 Fas 二 二 p32)" 
所 有 的 精 果 都 是 在 33 的 假 战 下 求 出 的 ， 办 而 它 个 部 不 能 应 用 到 接近 于 ot 的 情形 
《对 村 涉 的 时 一 mT 阳 是 小 的 ]。 
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11-16. 光 的 僵 播 


我 们 来 研究 一 条 光线 在 各 向 同性 空间 中 的 传播 。 为 了 这 个 日 
的 ， 最 简便 的 方法 是 用 这 个 情况 ， 即 沿 光 信号 传播 的 世界 线 ， 困 
陨 ds== 0。 我 全 以 光 的 出 靶 点 作为 举 标 x, 由 的 原点 。 从 对 称 性 
的 考虑 ,显而易见 ,光线 是 沿 着 牛 径 传 播 的 , 郎 沿 普 吕 = 常数 ，92 一 
常数 的 如 十 播 的 。 与 比 相 应 , 我 们 在 《11-13 了 0 或 《11-142) 中 命 
太一 =0 就 得 到 87 二 a2Cdn7 一 dx?)， 命 它 等 于 尖 ， 我 们 得 到 
dm 二 土 d%, 积分 以 后 ,得 到 

X= 士 习 小 常 数 . (11~152) 
7 前 而 的 正 号 应 用 到 从 举 标 原点 费 出 的 光 克 ， 而 负 导 荐 应 用 到 向 
原点 传播 的 光 杂 。 这 个 形式 的 方程 《11-152) 钱 可 应 岂 到 开 模 型 ， 
息 可 以 应 用 到 封 阴 模型 。 供 助 卫 上 市 各 公式 ,我们 能 够 出 此 用 时 
间 玉 表示 健 播 的 光 科 上 的 位 时。 

在 开 模 型 中 ,一 条 光 太 从 它 的 健 播 路 程 的 某 一 点 出 发 ,离开 这 
一 点 越 来 越 远 。 在 封 阴 模型 中 ,一 条 光 简 从 起 始点 出 发 ;最 后 可 能 
到 太空 期 的“ 共 帕 极 站 这 与 从 0 变 到 闻 相 对 应 六 在 以 后 的 传播 
中 ， 光 简 开 始 向 起 始点 接近 。 光 粮 婉 着 空间 浆 行 一 周 而 又 回 到 起 
始点 的 一 个 循环 应 该 与 %* 从 0 变 到 237 相对 应 。 从 (11-1532), 我 
俏 看 到 ， 这 时 于 也 必须 变化 27, 然而 这 是 不 可 能 的 ( 光 在 与 分 一 
对 应 的 一 呼 些 出 愤 的 傅 形 除外 ) 因此 一 条 光线 在 “ 蒋 空 间 ” 一 同 
后 不 能 回 到 出 发 点 。 

一 条 趋向 观察 不 (从 慰 原点 ) 障 播 的 光 友 ,与 9 前面 有 贸 导 的 方 
程 C11~152) 相对 应 。 假 如 光缆 A 到达 这 一 点 的 一 星 间 龙 7C%o)， 肚 
和 ; 当 = 0 时 ,我 们 必定 有 % 二 0; 所 以 这 样 的 光 钱 的 傅 播 方程 尽 
Y= 一. C11-158) 
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不 超过 X%= 7a 的 点 由 改 的 光缆, 才能 在 交 mo) 明 到 达 现 凑 剖 痊 

这 个 精 代 ;对 于 的 和 封顶 的 模型 邦 能 应 用 ,是 很 重要 的 ,我 们 
看 出 ,在 上 时间 3) 的 每 ~ 瞬间 , 企 襟 闭 每 一 个 葵 定 点 ;不 是 整个 室 
后 都 主 露 在 物 旺 观察 之 下 ， 欠 有 5 7 相应 的 那 一 部 分 二 可 能 
被 驶 察 到 。 用 数学 的 观点 求 看 ， 党 于 的 可 匈 的 区 工 是 四 度 室 六 被 
光 雏 所 切 的 截面 ， 这 个 稚 面 无 其 对 开 的 横 章 或 封闭 的 愤 型 都 息 有 
限 的 《在 开 异型 中 的 无限 类 的 堆 面 是 拔 超 出 面 7 二 常数 所 切 的 礁 
面 ， 这 个 截面 与 这 个 空间 相对 庶 ， 在 这 个 空间 中 所 有 的 点 在 同一 
评 间 7 被 观察 到 的 》 在 这 个 意义 上 ，* 开 模型 与 封闭 模型 之 间 的 共 
别 拌 不 如 阅 风 之 十 所 想 的 者 样 大 。 

观察 者 在 一 定 的 眶 间 所 卓 察 到 的 区 域 离 他 傅 远 ， 与 之 相应 的 
瞬间 丰 僵 千 。 我 们 来 望 一 个 球面 ,这 个 球面 是 这 些 点 的 几何 轨迹， 
刀 当 光 从 这 些 点 在 TC9 一) 解 间 发出, 则 在 7C7) 坚 间 在 原点 铸 现 
察 到 ，。 这 个 曲面 的 面积 rra 六 为 一 %) sin* ww 《在 封 开 模 需 中 ) 或 
dma nn 一 X%)ah2X( 在 开 模 型 中 )。 当 它 离 开 观 察 省 时 ,“ 可 兄 球 * 的 
面积 首先 从 天 ( 当 %=0 时 ) 增加 以 后 达到 一 个 最 大 慎 ， 在 此 以 后 
久 减 小 ,而 当 X 一 7 寻 又 辐 到 涂 [ 此 处 CF 一 x) 一 aC0)=0J。 这 就 
表明 , 光 色 所 割 的 截面 不 只 是 有 限 的 ,而 且 是 革 闭 的 。 它 好 和 象 居 
与 观察 者 相 共 二 的 点 封 关 ; 在 这 一 点 seo。 

在 开 模型 中 ,所 纲 察 到 的 物 袖 的 总 草 等 于 


入 
于 旧称 一 4 厂 Has gh? wey, 
0 


将 CI1-1462) 中 的 pe? 代入， 2 位 得 到 


当 Fo0 肝 ， 汉人 归 下 限制 地 寺 名 在 封 用 模型 内 ， 好 zg 的 增加 
卓然 为 总 质 莹 者 所 限制 。 
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现在 灾 我 们 考虑 光 在 条 向 辣 铂 的 空间 中信 播 时 的 频率 变化 。 
为 此 ， 我 们 首先 指出 下 面 的 事实 。 设 在 空间 的 某 一 点 有 两 个 事 作 
发 生 , 这 晴 个 事件 的 时 间 辣 隔 是 -47 二 eCF) 69。 假如 在 这 两 个 
事件 恬 生 的 两 个 瞬间 ,发 出 天 个 光 信号 ,而 企 室 半 的 另 一 点 被 观察 
到 ,那么 ,在 它们 被 观察 到 的 两 狩 风 ,有 一 个 与 9 的 变动 a” 相应 的 
时 间 间 陋 , 这 个 变动 dn 与 在 出 发 点 一 样 。 直 接 从 方程 C11-152) 可 
以 挫 出 这 个 精 果 。 按 照 方程 《11-152), 在 光 糖 从- -点 俺 播 到 另 
一 点 期 间 的 变化 仪 与 这 些 点 的 坐标 % 的 状 演 有 关 。 但 是 ， 钱 然 在 
传播 期 间 ， 曲 率 中 径 收 变 了 ,那么 ,发 出 代号 的 瞬间 与 观察 到 它们 
的 瞬 浊 的 时 区间 嫩 > 哉 不 同 了 ， 这 些 寺 隔 之 比 等 二 相应 的 a 的 信 
之 比 。 

从 上 而 所 强 的 可 以 断定 ,例如 ,用 世界 时 间 来 测量 的 光 的 振动 
恩 期 也 洪 着 光 黎 改变， 并 与 4 成 比例 。 光 的 紫 率 显然 将 与 a 成 反 
比 ， 因 此 ,在 光线 做 播 期 间 , 沿 着 它 的 路 径 , 我 们 有 

cg 一 常数 ， CLl—154} 

假设 在 7Cn) 皮 间 我 们 况 窜 从 一 个 光源 发 出 的 光 , 这 个 光源 位 
于 相应 于 坐标 艺 的 一 个 确定 值 的 蛛 离 上。 按照 (11-158) 式 ， 发 身 
出 这 个 光 的 一 瞬间 是 Y(9 一。 假如 ws 是 光 在 改 射 瞬间 的 频 素 ， 
那么 ,按照 (13-I542，* 我 们 所 观察 到 的 光 的 频率 是 


一 由 区 全 一 于) _ 
m= cg a (11-155) 


由 于 醒 数 a( 7) 的 单 简 增 加 , 我 稍 有 w<oo 亦 朗 光 频 率 将 碱 
小 。 这 就 是 状 , 当 我 们 观察 向 我 们 射 来 的 光谱 膨 , 与 在 普通 情形 下 
同样 物体 的 光 妈 相 比较 ， 所 有 它 的 光 雍 线 必定 移 向 往 色 的 一 边 。 
这 个 现象 在 本 贤 上 是 物体 彼此 “ 跑 开 ”的 多 党 勒 效应 。 

测 得 的 竹 移 的 大 小 《例如 用 移动 了 的 频率 与 没有 移动 的 频率 
之 比 %/wo 来 测量 3 对 二 一定 的 观察 时 间 来 说 , 与 到 被 观察 的 光源 
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所 在 处 的 虹 遍 有 关 丰 C11- 155) 中 ， 出 现 了 光源 的 仅 标 ji， 当中 


离 不 太夫 时 , 我 霄 可 以 将 7 一 0 恨 为 多 的 客家 数 ， 但 只 取 前 两 
项 : 


(一 点 表示 对 的 微分 》。 此 和 介 ;我 们 拘 思 , 莱 积 %at 7?) 站 此 恰恰 是 
到 锌 观察 的 光源 的 中 离 二 事实 土 ,“ 径 向 ” 厂 元 的 长 度 等 于 下 一 
= 一 zi; 在 积分 这 个 关 和 柔 式 时 , 就 发 生 一 个 间 题 ， 序 这 个 距离 怎样 
用 物理 观察 来 决定 。 在 求 这 个 距离 时 ， 我 们 必须 在 不 同 的 瞬间 在 
只 分 路 条 的 不 同 点 上 到 0 的 值 (三 常数 时 的 积分 相应 于 同时 观 
察 沿路 粮 上 所 有 的 点 ,这 在 物理 上 是 不 龙 实 现 的 )。 但 是 对 于 “小 
的 "距离 ,我 们 可 以 覆 去 < 向 积分 路 线 的 变化 ， 币 简 中 地 写 1 二 ax， 
其 中 站 的 值 是 在 观察 的 一 用 于 取 的 。 
占 果 ,我 们 求 得 频率 改变 的 相对 量 如 下 : 


[Ed fo0 


0 一 一 地 《11-150 1 


此 处 我 们 缠 用 了 符号 
ae 一 小 欧 : C11-157) 
! 前 面 的 系数 如 是 一 个 常数 (对 于 一 定 的 观察 瞬 问 )， 因 此 光 详 简 
册 相 对 移动 应 当 与 到 梓 观 察 的 光源 的 距 龄 成 比例 。 
将 往 移 作为 多 普 勒 效应 的 业 果 ， 我 们 可 以 决定 物体 离开 观察 
者 的 圳 度 。 了 配 出 (@ 一 7 oa= 一 V6, 大 与 C11-156) 相 比较 ,我 们 
恒 有 


. v= ocl C11-158) 
( 医 搂 计算 导数 v= 8 ， 也 可 以 得 到 这 个 公式 


假如 我 们 要 将 (11-158) 用 实验 数据 求 修正 ， 我 们 得 到 系数 a 
的 什 是 
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& 一 gx10-9 原 米 于 C11~159) 
这 个 值 相应 于 分离 速 度 * 在 每 一 青 万 光 年 中 增加 160 公里 /种 :< 
的 正 号 表明 改 7)>0; 在 开 模 型 中 ,这 由 应 于 ?> 小 而 在 封 阴 模型 
中 ,这 相应 于 D<m< 
将 一 As 和 9 一 fw? 代 人 (11-144) 式 ;对 于 开 模 型 ， 我 们 得 
到 关系 式 


1 : 及 条 大 


Lo 一 8 C11-160) 
将 这 个 方程 与 等 式 
ot 1) oh 2 
联合 ,我 们 得 到 mn 2a ca 
对 于 对 陆 模型 ,我 们 得 到 的 不 是 (11-180), 而 是 
让 os， 《11-1627 


比较 C11-160) 和 (11-162), 我 们 看 出 ,实则 的 抽 率 是 负 的 成 是 
正 的 ,要 看 差 基 (8rt/ac2)A 一 中 是 负 的 或 是 正 的 而 定 。 对 于 /= 


3 eee 二 6 x 10-# 克 /厘米 


根据 现代 天 文学 的 知识 ， 物 丑 在 空间 的 平均 密度 只 能 作 很 不 淮 确 
的 估计, 基 至 连 决 定 % 一 必 是 正 的 还 是 得 的 都 不 可 能 。 

姥 我 们 在 这 里 指出 一 些 不 等 式 ， 在 葵 定 “ 之 值 的 请 况 于 可 专 
得 到 这 些 不 等 式 。 对 于 开 检 型 , 我 们 有 


HE = 


2 一 gh 
aot ooth 7 —1)” 


h sh 号 一 
ce7= G0(8h 一 = 2 


因此 ， 


836 第 十 一 章 “引力 吉 方程 

既然 0 过 7 之 mw, 那么 我 们 应 当 有 
1 
TC (C11-163) 


同 理 ,对 于 封 于 模型 ,我 们 得 到 


Mn n(n~un”) 
oC1— eo ne 


an7 的 增加 相应 于 区 间 0 万 F< 之 7; 因此 我 们 得 到 


2 
0<0T< (11-164) 


eT 


在 这 两 种 情形 中 ,er<1a=2x1I0* 光 年 。 

下 面 ,我 们 决定 光 从 光源 到 达观 察 者 时 的 强度 ,光源 到 观察 者 
的 距离 与 坐标 % 的 一 定 的 什 相 应。 在 驶 察 点 的 光 能 通 量 密度 ， 与 
球 的 面积 成 反比 例 ， 同 以 光源 所 在 点 为 心 三 经 过 观察 点 作 四 的 球 
的 面积 成 比例 ;在 负 曲 率 的 空间 中 , 球 的 面积 等 于 4mrasshzX。 此 
外 , 光源 在 时 间 则 隔 7 二 Cn 一 X) dn 内 所 射出 的 光 在 时 间 


间隔 打 志 2 一 上 4m) 4 内 将 达到 观察 者 所 在 之 点 。 因 为 
光 的 强度 被 定 疼 为 每 单位 时 间 的 光 能 通 量 ， 所 以 在 了 内 就 出 现 了 
一 个 因子 7 一 Xx)/ol7)。 最 后 一 个 波 包 的 能 量 与 它 的 频 案 成 
比例 ( 见 $7-9); 既然 在 光 传 播 期 间 ,频率 依 规 律 C11-154) 而 改变 ， 
因而 这 又 -~ 次 影响 到 了 中 的 因子 % 3 了 一/eC7)。 粘 果 , 我 们 得 到 
强度 的 公式 如 下 : 


= G2 和 一) 
T= 常数 etc 为 了 5ha 和 C11-165) 
对 于 封闭 模型 ,我 合同 样 地 得 到 
了 J 二 常数 一 5 一 X) C11-166) 


a sn 和 
这 两 个 公式 决定 彼 观 察 物 体 的 外 表 具 度 与 它 的 距离 的 关系 《在 存 
对 亮度 一 定 的 情况 下 )。 对 于 小 的 %, 我 们 可 以 使 aC% 一 X) 和 aC7》 
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这 样 ,我 们 就 有 了 17a2 Dx 一 1745, 部 是 和 说 ， 我 们 得 到 了 光 器 度 
与 距 嵌 的 平方 成 反比 的 普通 定律 。 

最 后 ， 疆 我 们 考虑 所 瑚 物体 的 特征 运动 的 关 题 。 当 毅 到 物质 
的 密度 和 运动 时 ,我 们 总 是 了 咀 它 们 为 平均 窗 度 和 平均 运动 ; 就 特 
例 言 之 ,在 我 们 所 常用 的 参考 系 芍 中 ,平均 运动 的 速度 为 涡 。 物 体 
的 实在 速度 灶 着 这 个 平均 值 作 振动 ， 企 时 间 的 过 程 中 ， 物 体 的 特 
征 运动 速 度 是 变化 的 。 为 了 决定 这 个 变化 的 规律 ， 我 们 米 考 虚 一 
个 月 庙 运 动 的 物体 ， 并 且 选 择 轴 道上 的 任意 一 点 为 化 慰 原 点 ， 和 那 
么 ， 朝 道 将 是 径 向 炉 : = 常数 ,Pp 一 常数 。 将 g? 的 值 代入 以 后 ， 
哈密 巅 - 准 可 此 方程 (10-68) 取 以 下 的 形式 ; 


和 多 2 . 
全 站 (的 ne or 


既然 X 利 有 上 几 现 在 这 个 方程 的 系数 内 《了 束 是 坑 % 是 一 全 循环 举 
标 ?， 那 么 ， 守 恒定 律 28/9%w= 常 数 将 是 有 效 的 。 棋 据 定义 ,运动 
物体 的 冲 量 p= 98/9l= 3933/ja 9x.， 因 此， 尘 十 运动 的 物 休 ，pa 是 


pa= 常数 . C11-168}) 


二 一 一， 

-所 

引用 物体 的 特征 运动 速度 包 我 们 得 到 
一 -常数 ， C11-169) 


按照 


速度 随时 间 而 变化 的 规律 就 为 这 些 关 系 所 决定 。 涉 度 s 随 a 的 培 
加 而 音调 地 增加 。 


